
Stejnoměrná konvergence řad.

Na rozdı́l od posloupnostı́ existuje u řad jediná, ale nepraktická, charakterizace stejnoměrné kon-
vergence, a to Cauchyova podmı́nka. Ta se hodı́ v důkazech, málokdy k k ověřovánı́ stejnoměrné
konvergence konkrétnı́ch řad. Existujı́ nutné i postačujı́cı́ podmı́nky. Nutnou podmı́nkou ste-
jnoměrné konvergence řady

∑
fn na intervalu J je stejnoměrná konvergence fn ⇒ 0 na J .

Většinou ale najdeme interval, na kterém
∑

fn konverguje bodově k 0 a na něm zkoušı́me postačujı́cı́
podmı́nky pro stejnoměrnou konvergenci.

Nejjednoduššı́ postačujı́cı́ podmı́nkou pro stejnoměrnou konvergenci řady je Weierstrassovo kritéri-
um, tj. nalezenı́i konvergentnı́ řady čı́sel

∑
cn, kde cn ≥ |fn| na J od nějakého n0 počı́naje.

Obecnějšı́ podmı́nkou je nalezenı́ jednoduššı́ch funkcı́ gn, že
∑

gn stejnoměrně konverguje a
gn ≥ |fn| na J od nějakého n0 počı́naje.

Použitı́ předchozı́ch kritériı́ je vidět na probı́raných přı́kladech. Pokud a, b jsou vlastnı́ krajnı́ body
intervalu J a

∑
fn na J bodově konverguje, a např. u krajnı́ho bodu a majı́ funkce oscilaci většı́

než nějaké kladné čı́slo, nebo konvergujı́ k nevlastnı́mu čı́slu, nemůže řada těchto funkcı́ u tohoto
krajnı́ho bodu stejnoměrně konvergovat. Často se stává, že potom řada konverguje na intervalech
s levým krajnı́m bodem c > a.

Použitı́ stejnoměrně konvergentnı́ch řad

Situace, že stejnoměrně konvergentnı́ řada
∑

fn nemusı́ mı́t stejnoměrně konvergentnı́ řadu defi-
vacı́

∑
f ′
n, se využı́vá ke konstrukcı́m spojité funkce, která nemá derivaci v žádném bodě. Prvnı́

takovou funkci pomocı́ řad sestrojil K. Weierstrass v r. 1872:
∞∑
n=1

an cos(bnπx), kde byly podmı́ı́nky

pro a, b později upraveny na 0 < a < 1, ab > 1. Podobných řad bylo od doby Weierstrasse popsáno

hodně (např. M. Lerch (
∞∑
n=1

cos(n!πx)/n!). Jako prvnı́ sestrojil takovou funkci B. Bolzano, vı́ce

než 40 let před Weierstrassem, pomocı́ limity posloupnosti funkcı́.

Dirichletova funkce

Dirichletova funkce

fD(x) =

{
1 pro racionálnı́ x
0 pro iracionálnı́ x

je bodovou limitou posloupnosti {Fn}n, kde každé Fn je bodovou limitou funkcı́ {fn,m}m, kde
fn,m = cosm(n!πx), tj.

fD(x) = lim
n→∞

(
lim

m→∞
cosm(n!πx)

)
, x ∈ R

Je-li x iracionálnı́, je pro dané n vždy | cos(n!πx)| < 1, takže vnitřnı́ limita podle m je pro každé
n rovna 0, takže posloupnost {Fn(x)}n je konstantnı́ s hodnotou 0. Je-li x = p/q racionálnı́, je pro
n ≥ 2q čı́slo n!πx sudým násobkem čı́sla π a tedy cos(n!πx) = 1; posloupnost {Fn(x)}n je tedy
od určitého n0 konstantnı́ s hodnotou 1.

Je dokázáno, že Dirichletova funkce nenı́ bodovou limitou nějaké posloupnosti {fn}n spojitých
funkcı́.

Zkuste přehodit pořadı́ n,m v uvedené limitě.


