Stejnomérna konvergence rad.

Na rozdil od posloupnosti existuje u fad jedind, ale nepraktickd, charakterizace stejnomérné kon-
vergence, a to Cauchyova podminka. Ta se hodi v diikazech, malokdy k k ovéfovani stejnomérné
konvergence konkrétnich fad. Existuji nutné i postacujici podminky. Nutnou podminkou ste-
jnomérné konvergence fady Y f, na intervalu J je stejnomérnd konvergence f, = 0 na J.
VétSinou ale najdeme interval, nakterém » | f,, konverguje bodové k 0 a na ném zkousime postacujici
podminky pro stejnomérnou konvergenci.

Nejjednodussi postacujici podminkou pro stejnomérnou konvergenci fady je Weierstrassovo kritéri-
um, tj. nalezenii konvergentni fady &isel > ¢,, kde ¢, > |f,| na J od n&jakého ny pocinaje.
Obecnéjsi podminkou je nalezeni jednodussich funkci g¢,, Ze > g, stejnomémé konverguje a
gn > | fn| na J od n&jakého ng poéinaje.

Pouziti predchozich kritérii je vid€t na probiranych prikladech. Pokud a, b jsou vlastni krajni body
intervalu J a ) f,, na J bodové konverguje, a napf. u krajniho bodu a maji funkce oscilaci v&tsi
neZ néjaké kladné Cislo, nebo konverguji k nevlastnimu ¢islu, nemiize fada té€chto funkci u tohoto
krajniho bodu stejnomérné konvergovat. Casto se stivé, Ze potom fada konverguje na intervalech

s levym krajnim bodem ¢ > a.

PouZiti stejnomérné konvergentnich rad

Situace, Ze stejnomérné konvergentni fada » | f,, nemusi mit stejnomérné konvergentni fadu defi-
vaci _ f/, se vyuZiva ke konstrukcim spojité funkce, kterd nema derivaci v Zzddném bodé&. Prvni

takovou funkci pomoci fad sestrojil K. Weierstrass vr. 1872: >~ a” cos(b"7x), kde byly podmiinky
n=1

pro a, b pozdé€ji upraveny na0 < a < 1,ab > 1. Podobnych fad bylo od doby Weierstrasse popsano

hodné (napf. M.Lerch (> cos(n!mz)/n!). Jako prvni sestrojil takovou funkci B. Bolzano, vice
n=1
nez 40 let pred Weierstrassem, pomoci limity posloupnosti funkci.

Dirichletova funkce

Dirichletova funkce

fp(x) =

1 proraciondlni x
0 pro iraciondlni

je bodovou limitou posloupnosti {F),},, kde kazdé F,, je bodovou limitou funkei { f,, . }m, kde
frm = cos™(nlmz), tj.
= 1i i m ()
fp(x) nll_)HQlo (mh_r:gO cos™(nlrz)), z €R

Je-li z iraciondlni, je pro dané n vzdy | cos(n!mx)| < 1, takZe vnitin{ limita podle m je pro kazdé
n rovna 0, takZe posloupnost { F,,(x) },, je konstantni s hodnotou 0. Je-li z = p/q raciondlni, je pro
n > 2q &islo n!lrz sudym nasobkem &isla 7 a tedy cos(n!mz) = 1; posloupnost { F,, ()}, je tedy
od urcitého ny konstantni s hodnotou 1.

Je dokédzano, Ze Dirichletova funkce neni bodovou limitou néjaké posloupnosti { f,, },, spojitych
funkci.

Zkuste prehodit pofadi n, m v uvedené limité.



