Poznamky pro ODR

Pouzivame zkratku ODR pro obycejné diferenciélni rovnice (ODE v angli¢ting). Jesté se pouZiva
zkratka PDR (resp. PDE) pro parcidlni diferencidlni rovnice pro rovnice s parcidlnimi derivacemi
funkci vice proménnych.

Existencni véta pro ODR 1.7ddu.

Na prednédskéich se Casto probiraji existencni véty pro feSeni ODR jen pro rovnice specidlniho
typu, napf. se separovanymi proménnymi, linedrni a dalsi. Tyto véty vSak nelze pouZzit pro dalsi
typy rovnic, které se na uvedené typy daji pouZzit, napt. rovnice s homogenni funkci, Bernoulliovy
rovnice atd. Uvedeme nyni obecnou vétu pro existenci a jednoznacnost feSeni ODR 1.fadu. Ta je
jednoduchd, ale je problém ji nyni dokdzat, protoze se potiebuje znalosti, které se probiraji pozdéji.

Vv v/ 2 Vv,

Tvrzeni uvadime ve tvaru, v jakém se pro jednodussi ODR pouZiva (jsou obecnéjsi formulace).

Existenc¢ni véta. Je-li funkce f(x,y) spojitd na otevieném obdélniku J x I, pak kaZdym bodem
tohoto obdélniku prochdzi FeSeni rovnice y' = f(x,y).
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Je-li navic i a—y(:v, y) spojitd na J X I, pak toto FeSeni je jediné.

To znamena, Ze pro kazdé (z¢, yo) € J x I existuje funkce y(x), definovana na néjakém otevieném
intervalu U C .J obsahujicim bod x¢, s hodnotami v [ a takova, Ze y(x¢) = yo ay/'(z) = f(x,y(z))
pro kazdé x € U. Véta je lokdlniho charakteru, tj. uvadi existenci feSeni jen v néjakém okoli
daného bodu. Ziskané lokdlni feseni mlizeme vSak prodluzovat, az ziskame nejveétsi mozny podin-
terval v J, na kterém takové feseni y existuje (tzv. maximalni feSeni). Jednoznacnost znamena, ze
na uvedeném okoli U je funkce y(x) s uvedenymi vlastnostmi jedina. To ale neznamend, Ze neex-
istuje jiné feSeni z(x), které se na U shoduje s y(z), ale mimo U je v nékterych bodech z J rtizné.
Vzhledem k uvedenému lokalnimu charakteru se rizné modifikace existencni véty formuluji jen
pro okoli bodu (zg, yo), kterym ma fesSeni probihat.

Zdména proménnych

V poslednim piikladé rovnice y? — 2%y’ = xyy’ s homogenni funkci byla diskuse o feSeni sloZita,
protoZe feSenim byla implicitni funkce, kterou neumime vyfesit vzhledem k y. Nékdy je ale mozni
ji vyfesit vzhledem k x, v naSem piipadé v = na intervalech (0, K), (K, o00) pro K > 0
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log(gf/y)
ana (—oo, K), (K,0) pro K < 0. To je feSeni rovnice 2'y*> — 2> = wy, coZ je opét rovnice
s homogenni funkci, ma staciondrni feSeni = 0. ReSeni existuje jednozna¢né viude v roving
kromé osy z. V bodech y = K maji feSeni nevlastni jednostranné limity, takZe prodlouZzit nejdou.
V bodé y = 0 maji feSeni jednostranné limity rovny 0, ale jejich derivace maji nevlastni limity,
takZe tato feSeni nejdou slepit. Nelze zde pouzit vétu o lepeni z prednasky, protoze funkce f(z,y)
neni v bodé y = 0 definovand (vétu lze upravit a v piipadé, Ze f je spojitd v levém i pravém
okoli daného bodu a derivace zleva a zprava feSeni a jeho derivace se v daném bodé¢ rovnaji a jsou
vlastni, pak se obé feseni v tom bod¢ daji slepit).

Vv,

I bez podrobnosti vidime, Ze postup je jednodussi nez v postupu v Resen. Vysledné smérové pole
a feSeni pro z a pro y jsou symetrické podle diagonély. Rozdil je ve stacionarnich feSenich.



