
Poznámky pro ODR

Použı́váme zkratku ODR pro obyčejné diferenciálnı́ rovnice (ODE v angličtině). Ještě se použı́vá
zkratka PDR (resp. PDE) pro parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice pro rovnice s parciálnı́mi derivacemi
funkcı́ vı́ce proměnných.

Existenčnı́ věta pro ODR 1.řádu.

Na přednáškách se často probı́rajı́ existenčnı́ věty pro řešenı́ ODR jen pro rovnice speciálnı́ho
typu, např. se separovanými proměnnými, lineárnı́ a dalšı́. Tyto věty však nelze použı́t pro dalšı́
typy rovnic, které se na uvedené typy dajı́ použı́t, např. rovnice s homogennı́ funkcı́, Bernoulliovy
rovnice atd. Uvedeme nynı́ obecnou větu pro existenci a jednoznačnost řešenı́ ODR 1.řádu. Ta je
jednoduchá, ale je problém ji nynı́ dokázat, protože se potřebuje znalosti, které se probı́rajı́ později.
Tvrzenı́ uvádı́me ve tvaru, v jakém se pro jednoduššı́ ODR použı́vá (jsou obecnějšı́ formulace).

Existenčnı́ věta. Je-li funkce f(x, y) spojitá na otevřeném obdélnı́ku J × I , pak každým bodem
tohoto obdélnı́ku procházı́ řešenı́ rovnice y′ = f(x, y).
Je-li navı́c i ∂f

∂y
(x, y) spojitá na J × I , pak toto řešenı́ je jediné.

To znamená, že pro každé (x0, y0) ∈ J×I existuje funkce y(x), definovaná na nějakém otevřeném
intervalu U ⊂ J obsahujı́cı́m bod x0, s hodnotami v I a taková, že y(x0) = y0 a y′(x) = f(x, y(x))
pro každé x ∈ U . Věta je lokálnı́ho charakteru, tj. uvádı́ existenci řešenı́ jen v nějakém okolı́
daného bodu. Zı́skané lokálnı́ řešenı́ můžeme však prodlužovat, až zı́skáme největšı́ možný podin-
terval v J , na kterém takové řešenı́ y existuje (tzv. maximálnı́ řešenı́). Jednoznačnost znamená, že
na uvedeném okolı́ U je funkce y(x) s uvedenými vlastnostmi jediná. To ale neznamená, že neex-
istuje jiné řešenı́ z(x), které se na U shoduje s y(x), ale mimo U je v některých bodech z J různé.
Vzhledem k uvedenému lokálnı́mu charakteru se různé modifikace existenčnı́ věty formulujı́ jen
pro okolı́ bodu (x0, y0), kterým má řešenı́ probı́hat.

Záměna proměnných

V poslednı́m přı́kladě rovnice y2 − x2y′ = xyy′ s homogennı́ funkcı́ byla diskuse o řešenı́ složitá,
protože řešenı́m byla implicitnı́ funkce, kterou neumı́me vyřešit vzhledem k y. Někdy je ale možnı́
ji vyřešit vzhledem k x, v našem přı́padě x = y

log(K/y)
na intervalech (0, K), (K,∞) pro K > 0

a na (−∞, K), (K, 0) pro K < 0. To je řešenı́ rovnice x′y2 − x2 = xy, což je opět rovnice
s homogennı́ funkcı́, má stacionárnı́ řešenı́ x = 0. Řešenı́ existuje jednoznačné všude v rovině
kromě osy x. V bodech y = K majı́ řešenı́ nevlastnı́ jednostranné limity, takže prodloužit nejdou.
V bodě y = 0 majı́ řešenı́ jednostranné limity rovny 0, ale jejich derivace majı́ nevlastnı́ limity,
takže tato řešenı́ nejdou slepit. Nelze zde použı́t větu o lepenı́ z přednášky, protože funkce f(x, y)
nenı́ v bodě y = 0 definovaná (větu lze upravit a v přı́padě, že f je spojitá v levém i pravém
okolı́ daného bodu a derivace zleva a zprava řešenı́ a jeho derivace se v daném bodě rovnajı́ a jsou
vlastnı́, pak se obě řešenı́ v tom bodě dajı́ slepit).

I bez podrobnostı́ vidı́me, že postup je jednoduššı́ než v postupu v Řešenı́. Výsledné směrové pole
a řešenı́ pro x a pro y jsou symetrické podle diagonály. Rozdı́l je ve stacionárnı́ch řešenı́ch.
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