
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ MA3, 10.11.2025

Zjišťujeme jednoznačnost řešenı́ funkcı́ vı́ce proměnných podle jedné nebo vı́ce proměnných a počı́táme (parciálnı́)
derivace zı́skaných funkcı́. Budeme stručněji označovat parciálnı́ derivaci indexem, např. f podle x je fx.

ez + x2y + z = 0ez + x2y + z = 0ez + x2y + z = 0

Můžeme nejdřı́ve ověřit podmı́nku pro existenci a jednoznačnost funkce z(x, y), ale ta nám vyjde i z dalšı́ho výpočtu.
pak zderivujeme danou rovnost podle x a podle y s tı́m, zž z je funkcı́ x, y. Poté jednu tuto derivaci podle x zderivujeme
podle y:

∂

∂z
(ez + x2y + z) = ez + 1 ̸= 0, zxe

z + 2xy + zx = 0, zye
z + x2 + zy = 0, zxye

z + zxe
zzy + 2x+ zxy = 0

Dosazenı́m bodu (1,−1, 0) do zx, zy, zxy dostaneme zx = 1, zy = −1/2, zxy = −3/4.

Závěr. Rovnost ez + x2y + z = 0 má jednoznačné řešenı́ jako z(x, y) pro všechna (x, y) ∈ R2 a druhá derivace zxy
má v bodě (1,−1) hodnotu −3/4.

xu− yv = 0

xv + yu = 1

xu− yv = 0

xv + yu = 1

xu− yv = 0

xv + yu = 1

Tuto soustavu lze vyřešit pro neznámé x, y jako algebraické rovnice, ale nám jde o procvičenı́ implicitnı́ch funkcı́.
Můžeme ověřit, že jakobián soustavy obou funkcı́ podle proměnných x, y je nenulový (ale i to nám vyjde z dalšı́ho
výpočtu). Pak zderivujeme obě funkce podle v a pak opět podle v. Zı́skáme soustavy dvou rovnic s neznánými
xvv, yvv , která má za determinant soustavy výše uvedený jakobián.

J(x, y) = x2+y2 ⇒ (x, y) ̸= (0, 0),
xvu− yvv − y = 0

xvv + x+ yvu = 0
,

xvvu− yvvv − yv − yv = 0

xvvv + xv + xv + yvvu = 0
, yvv = −2

uxv + vyv
u2 + v2

Pokud máme vypočı́tat yvv v nějakém bodě, dosadı́me ho nejdřı́de prvnı́ch derivacı́ a zı́skáme hodnoty xV , yv v tomto
bodě. Ty pak dosadı́me dp výsledné derivace vvv .

Řešenı́ pı́semky

1. Je y ≤ 0, y′ ≤ 0. Rovnice má stacionárnı́ řešenı́ y = 0. Pro y ̸= 0:

y′

−
√
−y

= 1 ⇒ 2
√
−y = x+ C,C ∈ R, x ≥ −C ⇒ y = −

(
x/2 + C/2

)2
, x ≥ −C

Maximálnı́ řešenı́:y = 0 na R a y = 0, x ∈ (−∞,−C), y = −
(
x/2 + C/2

)2
, x ∈ [−c,∞), C ∈ R.

2. Je x > 0. Homogennı́: y = 0, y ̸= 0 ⇒ y′/y = log x ⇒ yh = Cex(log x−1) = C(x/e)x, C ∈ R

Partikulárnı́: C ′(x/e)x = xx ⇒ C ′ = ex ⇒ C = ex ⇒ yp = xx

Řešenı́: y = C(x/e)x + xx, x ∈ (0,∞), C ∈ R

3. Je x ∈ R. Homogennı́: yh = C1 cos(x/3) + C2 sin(x/3).

Partikulárnı́ yp = x(a cos(x/3) + b sin(x/3):

y′p = cos(x/3)(a+ bt/3) + sin(x/3)(b− at/3), y′′p = cos(x/3)(2b/3− at/9) + sin(x/3)(−2a/3− bt/9)

Tedy −6a sin(x[3) + 6b cos(x[3) = 6 sin(x/3) ⇒ b = 0, a = −1, yp = −x cos(x/3)

Řešenı́: y = C1 cos(x/3) + C2 sin(x/3)− x cos(x/3), x ∈ R, C ∈ R

4. Podle Věty 9.13 z MA 2, je
√
x lipschitzovská na otevřeném intervalu J právě, když derivace funkce

√
x je na J

omezená.

1. Protože (
√
x)′ je na (0, 1) neomezená, nenı́

√
x lipschitzovská na (0, 1) a tedy ani na [0, 1].

2. Protože (
√
x)′ je omezená na (1/2,∞), je na tomto intervalu lipschitzovká a tedy i na ]1,∞).
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