ReSeni piikladi ze cviceni MA3, 10.11.2025

Zjistujeme jednoznacnost feSeni funkci vice proménnych podle jedné nebo vice promé&nnych a pocitdme (parcidlni)
derivace ziskanych funkci. Budeme stru¢néji oznacovat parcialni derivaci indexem, napt. f podle x je f..

e +riy+2=0
Muzeme nejdiive ovéfit podminku pro existenci a jednoznacnost funkce z(z, y), ale ta ndam vyjde i z dalsiho vypoctu.

pak zderivujeme danou rovnost podle = a podle y s tim, zZ z je funkci x, y. Poté jednu tuto derivaci podle = zderivujeme
podle y:

0
E(ez +alydz2)=e* +1#0, z,6° + 22y + 2, = 0, zy€e* + 22+ 2y =0, 2zy€® + 2672y + 20 + 25y =0
Dosazenim bodu (1, —1,0) do 2, 2y, 2z, dostaneme z, = 1,2, = —1/2, z,, = —3/4.

Zdaver. Rovnost €* + xy + z = 0 md jednoznané reSeni jako z(z,y) pro vSechna (x,y) € R? a druhd derivace zy,
md v bodé (1, —1) hodnotu —3/4.

zu—yv =0

zv+yu=1
Tuto soustavu lze vyfesit pro nezndmé x, y jako algebraické rovnice, ale nam jde o procviceni implicitnich funkci.
MiZeme ovéfit, Ze jakobidn soustavy obou funkci podle proménnych z, y je nenulovy (ale i to ndm vyjde z dalsiho

vypoctu). Pak zderivujeme obé funkce podle v a pak opét podle v. Ziskdme soustavy dvou rovnic s nezninymi
Ty, Yoo, Kterd ma za determinant soustavy vyse uvedeny jakobidn.

T — YU =Y =0 Tyolh — Yoo — Yo — Yo =0 ULy + VYo

J(2,y) = 22442 = (z, 0,0), , Yo =
( y) Y ( y)%( ) xvv_i_x_'_yvu:o xvvv_i_wv_i_mv_A'_yvvu:O Y ’LL2+’U2

Pokud mame vypocitat y,,, v né¢jakém bod€, dosadime ho nejdiide prvnich derivaci a ziskdme hodnoty xv-, y,, v tomto
bod¢. Ty pak dosadime dp vysledné derivace v,,,.

ReSeni pisemky
1. Je y < 0,7’ < 0. Rovnice m4 stacionarni feSeni y = 0. Pro y # 0:
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—1=2/y=2+C,CeRax>—-C=y=—(2/2+C/2)° 2> —-C

Maximdlni feSeniy = 0naRay =0,z € (—oo0,—C),y = f(x/Q + C/2)2, x € [—¢,00),C €R.
2. Je z > 0. Homogenni: y = 0,y # 0 = ¢/ /y = logz = y;, = Ce*982=1) = C(z/e)*,C € R
Partikuldrni: C'(z/e)* =2 = C' =" = C =¢€* = y, = z”
Resent: y = C(x/e)* + 2%, x € (0,00),C € R
3. Je x € R. Homogenni: y;, = C; cos(z/3) + Casin(z/3).
Partikularni y,, = x(a cos(x/3) + bsin(z/3):
Yy, = cos(z/3)(a + bt/3) + sin(x/3)(b — at/3),y, = cos(x/3)(2b/3 — at/9) + sin(x/3)(—2a/3 — bt/9)
Tedy —6a sin(x[3) 4+ 6bcos(z[3) = 6sin(x/3) = b=0,a = -1, y, = —zcos(z/3)
Resent: y = Cy cos(x/3) + Cysin(z/3) — zcos(z/3),r € R,C € R

4. Podle Véty 9.13 z MA 2, je v/ lipschitzovskd na otevieném intervalu J pravé, kdyZ derivace funkce 1/ je na J
omezena.

1. Protoze (/) je na (0, 1) neomezend, neni /z lipschitzovskd na (0, 1) a tedy ani na [0, 1].

2. ProtoZe (1/)" je omezend na (1/2, 00), je na tomto intervalu lipschitzovkd a tedy i na |1, c0).



