Reseni piikladi ze cvi¢eni MA3, 20.10.2025
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Resime na intervalech (—o0, 0), (0, 0o). Charakteristickd rovnice méa dvojndsobny kofen \ = 1, takZe y;, = €*(C; +
Cx). Rovnice pro variaci konstant maji feSeni C{ = —1,C% = 1/z atedy C; = —z,Co = log|z|,y, =
xze®(log|z| — 1)

Zdvér: Zadand rovnice md reseni y = e (Cy + Cox + z(log |z| — 1)).

y" + 2y’ — 3y = 6, vyfesime metodou neurditych koeficientt.
Resime na R. Charakteristickd rovnice ma kofeny rovné 1 a —3, takze yp, = C1e® + Cs e~3% Partikuldrni feSeni bude
konstanta A. Dosazenim tohoto tvaru feSeni ziskdme A = —2.

Zdvér: Zadand rovnice md feSeni y = C1e® + Coe 3% — 2.

y" — 2y’ +y = 2, vyfe§ime metodou neurcitych koeficientd.

Resime na R. Charakteristick4 rovnice ma dvojndsobny kofen rovny 1, takze y;, = e* (C1 + Cax). Partikuldrni feSeni
bude mit tvar Az? + Bx + C). Po dosazeni do rovnice dostaneme A = 1,B = 4,C = 6( hodnota A = 1 se da
odhadnout z rovnice a staci pocitat B, C).

Zdvér: Zadand rovnice md reseni y = e*(Cy + Cox + 2 + 4x + 6.

y" + y = x cos x, napiSeme jen piislusny tvar partikuldrniho feSeni.
Resime na R. Charakteristickad rovnice ma kofeny rovné +i, takze y, = C; cosx + Cs sin z. ProtoZe Cislo a + ib z
metody neurcitych koeficientd je rovno i, dostivame nasledujici tvar partikularniho feSeni:

yp = 2(Az + B) coszlx(Cx + D)sinx .

y” + y = z € cosx, napiSeme jen pifslusny tvar partikuldrniho feSeni.
Resime na R. Charakteristickd rovnice md kofeny rovné +1, takze y, = Che*x + Coe™ . Dostavame nasledujici tvar
partikuldrniho feSeni:

yp = (Az + B)e® cosz + (Cz + D)e“sinx .
22y" + 3xy’ + y = 323, jednd se o Eulerovu rovnici, viz Poznamky
Resime na R. Kviili zméné nezavisle proménné t = log || fe§ime nejdiive na intervalech (—oo, 0), (0, 00). Ozna&ime
z(t) = y(&e!) pro t € R. Dostaneme rovnici 2/ + 22’ + z = +3e%,jejiz homogenn{ &dst m4 feSeni 2, = e~ *(Cy +
Cot). TakZe partikuldrni feSen{ bude tvaru Ae®! a snadno zjistime dosazenim, 7e A = 1—36 (variace konstant pro puvodn{
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Zdavér: Zadand rovnice md reseni y = %logm + 31%.
Eulerova rovnice byla v Pozndmkéch feSena jen pro x > 0. Pro z < 0 je t = log |z| a homogenni rovnice pro z
vyjde stejné jako pro « > 0. Partikuldrni feSeni pro z pfevedené na y pak obsahuje |z|; v naSem piipadé se znaménko
zru$ilo a mohli jsme psat partikuldrni feSeni bez absolutni hodnoty. Absolutni hodnotu u x ve jmenovateli jsme zrusili
prevedenim znaménka minus pro x < 0 do konstant Cy, Cs.

Traktrix

Budeme rovnou feSit tlohu pro zajice a psa. Standardni traktrix je pro pfipad v; = vz, nicméné je nutné dodat, Ze
sestaveni rovnice pro standardni traktrix je jednodussi (viz poznamku na konci tohoto prikladu).
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\ Oznac¢ime si hledanou kfivku jako y(z). V &ase to bude zajic na
BN ose y v bod€ vty a pes v néjakém bodé (xg, yo). Pes mifi stdle za
sl (h)\ Zajl’cer.n,. ta/kie jeho smé.r je v daném bodé€ ve sméru tecny. Ta ma
i smérnici y; a podle trojuhelniku na obrdzku se rovnd —(vy (o) —
2t *~~~k Yo)/xo. Rovnost musi platit pro kazdé ¢ a mizeme tedy odstranit
~__ (X0,)0) indexy 0. Vyndsobime rovnost x a rovnost xy’ — y = —uvit
""""""""" \ zderivujeme podle x, abychom se zbavili parametru t. Dostaneme

e ST (vysvétleni je za vzorcem):
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ProtoZe zkoumdme pohyb psa na kfivce y, je ds kousek, ktery pes na kfivce ub&hne za Cas dt, takze ds/dt = vs.
Vime, ze ds = /1 + y?dx, coz divd ds/dx = /1 + y'2. Dostdvame rovnici xy” = (v1/v2)/1+ y'? pro
po&éteéni podminky y(d) = 0,y'(d) = 0 V rovnici chybi y, takZe lze polozZit z = 3’ a feSime rovnici zz’ =
(v1 /v2)V/1 + 22, kterou snadno vyfesime pro po¢iteéni podminku z(d) = 0: z + V22 + 1 = (x/d)("/*2), coz d4
y =2z =(1/2)((x/d)"/*2) — (x/d)~(1/v2)), V tuto chvili se mizeme vritit k piivodni dloze o chlapci a auticku,
kde mdme v; = vy. Dostaneme rovnici pro traktrix (pouZijeme pocate¢ni podminku y(d) = 0):

/32 _ 2
yZdlogw—ﬂ/dQ—xQ.

Resenim rovnice pro obecnou tlohu s podminkou v1 # v9 je nasledujici rovnost:

() vivad Uy ( d <x>1+% N d (x)l—%>
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Pokud pes dohoni zajice, znamen4 to, Ze kfivka y protne osu y a tedy pfedchozi bude mit kladné feSeni pro x = 0.
Z toho vyplyv4, Ze vy > vy (zfejmy piedpoklad) a potom kiivka protne osu 3 v bod& vived/(v3 — v}) a tedy v Case
t = vad/(v3 — v?). Lze dodat, Ze rovnici pro origindlni traktrix miZeme sestavit jednoduseji pomoci Pythagorovy
véty (protoZe vzdélenost mezi body (¢, yo), (0, v1t) je konstantni).




