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Řešı́me na intervalech (−∞, 0), (0,∞). Charakteristická rovnice má dvojnásobný kořen λ = 1, takže yh = ex(C1 +
C2x). Rovnice pro variaci konstant majı́ řešenı́ C ′

1 = −1, C ′
2 = 1/x a tedy C1 = −x,C2 = log |x|, yp =

xex(log |x| − 1)

Závěr: Zadaná rovnice má řešenı́ y = ex
(
C1 + C2x+ x(log |x| − 1)

)
.

y′′ + 2y′ − 3y = 6y′′ + 2y′ − 3y = 6y′′ + 2y′ − 3y = 6, vyřešı́me metodou neurčitých koeficientů.
Řešı́me na R. Charakteristická rovnice má kořeny rovné 1 a −3, takže yh = C1e

x +C2e
−3x. Partikulárnı́ řešenı́ bude

konstanta A. Dosazenı́m tohoto tvaru řešenı́ zı́skáme A = −2.

Závěr: Zadaná rovnice má řešenı́ y = C1e
x + C2e

−3x − 2.

y′′ − 2y′ + y = x2y′′ − 2y′ + y = x2y′′ − 2y′ + y = x2, vyřešı́me metodou neurčitých koeficientů.
Řešı́me na R. Charakteristická rovnice má dvojnásobný kořen rovný 1, takže yh = ex(C1 +C2x). Partikulárnı́ řešenı́
bude mı́t tvar Ax2 + Bx + C). Po dosazenı́ do rovnice dostaneme A = 1, B = 4, C = 6( hodnota A = 1 se dá
odhadnout z rovnice a stačı́ počı́tat B,C).

Závěr: Zadaná rovnice má řešenı́ y = ex(C1 + C2x+ x2 + 4x+ 6.

y′′ + y = x cosxy′′ + y = x cosxy′′ + y = x cosx, napı́šeme jen přı́slušný tvar partikulárnı́ho řešenı́.
Řešı́me na R. Charakteristická rovnice má kořeny rovné ±i, takže yh = C1 cosx + C2 sinx. Protože čı́slo a + ib z
metody neurčitých koeficientů je rovno i, dostáváme následujı́cı́ tvar partikulárnı́ho řešenı́:

yp = x(Ax+B) cosx1x(Cx+D) sinx .

y′′ + y = x ex cosxy′′ + y = x ex cosxy′′ + y = x ex cosx, napı́šeme jen přı́slušný tvar partikulárnı́ho řešenı́.
Řešı́me na R. Charakteristická rovnice má kořeny rovné ±1, takže yh = C1e

xx+C2e
−x. Dostáváme následujı́cı́ tvar

partikulárnı́ho řešenı́:
yp = (Ax+B)ex cosx+ (Cx+D)ex sinx .

x2y′′ + 3xy′ + y = 3x3x2y′′ + 3xy′ + y = 3x3x2y′′ + 3xy′ + y = 3x3, jedná se o Eulerovu rovnici, viz Poznámky
Řešı́me na R. Kvůli změně nezávisle proměnné t = log |x| řešı́me nejdřı́ve na intervalech (−∞, 0), (0,∞). Označı́me
z(t) = y(±et) pro t ∈ R. Dostaneme rovnici z′′ + 2z′ + z = ±3e3t,jejı́ž homogennı́ část má řešenı́ zh = e−t(C1 +
C2t). Takže partikulárnı́ řešenı́ bude tvaru Ae3t a snadno zjistı́me dosazenı́m, že A = 3

16 (variace konstant pro původnı́
rovnici by byla složitějšı́).

Závěr: Zadaná rovnice má řešenı́ y = C1+C2 log |x|
x + 3x3

16 .

Eulerova rovnice byla v Poznámkách řešena jen pro x > 0. Pro x < 0 je t = log |x| a homogennı́ rovnice pro z
vyjde stejně jako pro x > 0. Partikulárnı́ řešenı́ pro z převedené na y pak obsahuje |x|; v našem přı́padě se znaménko
zrušilo a mohli jsme psát partikulárnı́ řešenı́ bez absolutnı́ hodnoty. Absolutnı́ hodnotu u x ve jmenovateli jsme zrušili
převedenı́m znaménka minus pro x < 0 do konstant C1, C2.

Traktrix

Budeme rovnou řešit úlohu pro zajı́ce a psa. Standardnı́ traktrix je pro přı́pad v1 = v2, nicméně je nutné dodat, že
sestavenı́ rovnice pro standardnı́ traktrix je jednoduššı́ (viz poznámku na konci tohoto přı́kladu).

Označı́me si hledanou křivku jako y(x). V čase t0 bude zajı́c na
ose y v bodě v1t0 a pes v nějakém bodě (x0, y0). Pes mı́řı́ stále za
zajı́cem, takže jeho směr je v daném bodě ve směru tečny. Ta má
směrnici y′0 a podle trojúhelnı́ku na obrázku se rovná −(v1(t0) −
y0)/x0. Rovnost musı́ platit pro každé t a můžeme tedy odstranit
indexy 0. Vynásobı́me rovnost x a rovnost xy′ − y = −v1t
zderivujeme podle x, abychom se zbavili parametru t. Dostaneme
(vysvětlenı́ je za vzorcem):

y′ − xy′′ − y′ = −v1
dt

dx
= v1

dt

ds

ds

dx
= −v1

v2

√
1 + y′2 .
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Protože zkoumáme pohyb psa na křivce y, je ds kousek, který pes na křivce uběhne za čas dt, takže ds/dt = v2.
Vı́me, že ds =

√
1 + y′2 dx, což dává ds/ dx =

√
1 + y′2. Dostáváme rovnici xy′′ = (v1/v2)

√
1 + y′2 pro

počátečnı́ podmı́nky y(d) = 0, y′(d) = 0 V rovnici chybı́ y, takže lze položit z = y′ a řešı́me rovnici xz′ =
(v1/v2)

√
1 + z2, kterou snadno vyřešı́me pro počátečnı́ podmı́nku z(d) = 0: z +

√
z2 + 1 = (x/d)(v1/v2), což dá

y′ = z = (1/2)((x/d)(v1/v2) − (x/d)−(v1/v2)). V tuto chvı́li se můžeme vrátit k původnı́ úloze o chlapci a autı́čku,
kde máme v1 = v2. Dostaneme rovnici pro traktrix (použijeme počátečnı́ podmı́nku y(d) = 0):

y = d log
d+

√
d2 − x2

x
−
√

d2 − x2 .

Řešenı́m rovnice pro obecnou úlohu s podmı́nkou v1 ̸= v2 je následujı́cı́ rovnost:

y(x) =
v1v2d

v22 − v21
− v2

2

( d

v2 + v1

(x
d

)1+
v1
v2

+
d

v2 − v1

(x
d

)1− v1
v2
)
.

Pokud pes dohonı́ zajı́ce, znamená to, že křivka y protne osu y a tedy předchozı́ bude mı́t kladné řešenı́ pro x = 0.
Z toho vyplývá, že v2 > v1 (zřejmý předpoklad) a potom křivka protne osu y v bodě v1v2d/(v

2
2 − v21) a tedy v čase

t = v2d/(v
2
2 − v21). Lze dodat, že rovnici pro originálnı́ traktrix můžeme sestavit jednodušeji pomocı́ Pythagorovy

věty (protože vzdálenost mezi body (x0, y0), (0, v1t) je konstantnı́).
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