
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ MA3, 13.10.2025

Viz Poznámky pro Bernoulliovu a exaktnı́ rovnici.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ ODR xy′ + y = xy2 log xxy′ + y = xy2 log xxy′ + y = xy2 log x

Rovnice má smysl pro x > 0. Má stacionárnı́ řešenı́ y = 0 na (0,∞). Jedná se o Bernoulliovu rovnici, kterou
převedeme na lineárnı́ rovnici pomocı́ nové proměnné z(x) = 1/y(x) za podmı́nky y ̸= 0:
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Závěr: rovnice xy′ + y = xy2 log x má singulárnı́ řešenı́ y = 0 na (0,∞) a
následujı́cı́ maximálnı́ řešenı́. Jsou to všechna řešenı́, každým bodem poloroviny
(0,∞)× R procházı́ jediné řešenı́.
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Červený graf je pro C = 1 (na graf se nevešla třetı́ část), modrý je pro C = −1.

Rovnice (y2 − 6x)y′ + 2y = 0(y2 − 6x)y′ + 2y = 0(y2 − 6x)y′ + 2y = 0 tak, jak je napsaná, nenı́ žádného probraného typu. Pokud ale přehodı́me závisle a
nezávisle proměnnou, dostaneme rovnici y2 − 6x+ 2yx′ = 0, což je lineárnı́ rovnice s neznámou x(y).

Podobně rovnice y′(x2y2 + xy) = 1y′(x2y2 + xy) = 1y′(x2y2 + xy) = 1 nenı́ žádného probraného typu, ale po záměně proměnných dostaneme rovnici
x2y2 + xy = x′ a to je Bernoulliova rovnice.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ ODR x2 + y2 + 2y(x+ 1)y′ = 0x2 + y2 + 2y(x+ 1)y′ = 0x2 + y2 + 2y(x+ 1)y′ = 0

Rovnice má smysl v celé rovině. Podle věty o existenci a jednoznačnosti procházı́ každým bodem roviny, kromě
přı́mek y = 0, x = −1, jediné řešenı́. Přı́mkou x = −1 nemůže procházet žádné řešenı́ (dosazenı́m x = −1 do
rovnice dostáváme y2 = −1 v přı́padě vlastnı́ derivace y′(−1)). Přı́mkou y = 0 může procházet řešenı́ jen počátkem

Jedná se o exaktnı́ rovnici, protože ∂(x2+y2)
∂y = 2y, ∂(2y(x+1))

∂x = 2y. Hledáme řešenı́ ve tvaru f(x, y) = C:
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Naštěstı́ lze výsledek x3/3 + xy2 + y2 + K = 0 v implicitnı́m tvaru vyřešit pro y: y = ±
√
(K − x3/3)/(x+ 1)

a zbývá určit intervaly pro x. Žádné řešenı́ neprocházı́ přı́mkou x = −1 ani přı́mkou y = 0 (v tomto přı́padě nelze
řešenı́ na této přı́mce slepit, protože tam obě funkce (jedna s +, druhá s - pro stejné K) majı́ nevlastnı́ derivace.

Závěr: rovnice x2 + y2 + 2y(x + 1)y′ = 0 má následujı́cı́ řešenı́, která jsou
maximálnı́, jednoznačná ve všech bodech roviny, kromě bodů přı́mek y = 0, x =
−1, kterými neprocházı́ žádné řešenı́.
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Pro K = −1/3 dostáváme y = ±
√
3
√
x2 − x+ 1, které nenı́ řešenı́m.

Na obrázku jsou 4 řešenı́ pro ±, K = 1 (červené) a k = −2 (zelené),

1



Najděte všechny křivky kolmé na každou křivku danou rovnostı́ y = ax2, a ∈ R.

Hledáme funkce y(x), jejichž grafy majı́ v průsečı́cı́ch s grafy funkcı́ ax2 na sebe kolmé tečny. Tečna grafu funkce
ax2 má v bodě (x0, ax

2
0) směrnici 2ax0, takže funkce y(x) musı́ mı́t ve stejném bodě derivaci rovnou − 1

2ax0
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předpokládat x0 ̸= 0). To musı́ platit pro všechna a = y0/x
2
0, kde x0 ̸= 0, y0 ̸= 0, takže dostáváme diferenciálnı́

rovnici pro y(x): y′ = − x
2y . Jejı́ řešenı́ je 2y2 + x2 = C, což jsou elipsy (C > 0, x ∈ [−

√
C,
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Řešenı́m zı́skané rovnice y′ = x
2y je 2y2 + x2 = C,

implicitně dané funkce, jejı́miž grafy jsou elipsy (C >
0, x ∈ [−

√
C,

√
C]). Otázka byla na všechny křivky s

žádanou vlastnostı́, takže přibude přı́mka x = 0.

Lineárnı́ rovnice 2. řádu

U prvnı́ch 4 rovnic uvedeme jen charakteristickou rovnici, kořeny a fundamentálnı́ systém řešenı́, vše je na R.

y′′ + y′ − 2y = 0y′′ + y′ − 2y = 0y′′ + y′ − 2y = 0 ⇒ λ2 + λ− 2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1,−2 ⇒ y = C1e
x + C2e

−2x

y′′ + 2y′ + y = 0y′′ + 2y′ + y = 0y′′ + 2y′ + y = 0 ⇒ λ2 + 2λ+ 1 = 0 ⇒ λ1,2 = −1 ⇒ y = e−x(C1 + C2x)

y′′ + 2y′ − 2y = 0y′′ + 2y′ − 2y = 0y′′ + 2y′ − 2y = 0 ⇒ λ2 + 2λ− 2 = 0 ⇒ λ1,2 = −1± i ⇒ y = e−x(C1 cosx+ C2 sinx)

y(4) − 2y′′ = 0y(4) − 2y′′ = 0y(4) − 2y′′ = 0 ⇒ λ4 − λ2 = 0 ⇒ λ1,2 = 0, λ3,4 ±
√
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⇒ λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1,2 = ±i ⇒ yh = C1 sinx+ C2 cosx, x ∈ R .

Řešenı́ homogennı́ rovnice je na R, ale zadaná rovnice má smysl jen na
(
− π

2 ,
π
2

)
+ kπ.

Variace konstant:

C ′
1 sinx+ C ′

2 cosx = 0, C ′
1 cosx+ C ′

2(− sinx) =
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1 = 1, C ′
2 = −tg x ⇒ C1 = x,C2 = log | cosx| ,

takže yp = x sinx+ cosx log | cosx|.

Závěr. Obecné řešenı́ rovnice y′′ + y = 1
cos x je y = C1 sinx+ C2 cosx+ x sinx+ cosx log | cosx| na intervalech(
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)
+ kπ.

2


