
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ MA3, 6.10.2025

Viz Poznámky pro existenci a jednoznačnost řešenı́ rovnic s homogennı́ funkcı́.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ ODR yy′ = 1−2x
y

yy′ = 1−2x
yyy′ = 1−2x
y

1. Rovnice yy′ = 1−2x
y , k ∈ R, k ̸= 0 má smysl na R× (R \ {0}).

2. Z tvrzenı́ o řešenı́ch ODR se separovanými proměnnými vyplývá, že každým bodem roviny, kromě přı́mky
y = 0, procházı́ jediné řešenı́.

3. Rovnice nemá stacionárnı́ řešenı́.

4. Za předpokladu y ̸= 0 dostaneme formálnı́ integracı́∫
y2 dy =

∫
(1−2x) dx ⇒ y3

3
= x−x2+C, x ∈ R ale y ̸= 0 ⇒ x−x2+C ̸= 0 →, x ̸= x1,2 =

−+±
√
1 + 4C

−2
.

Máme podmı́nku x − x2 + C ̸= 0. Kořeny rovnice x = x2 + C = 0 jsou x1,2 = −(−1 ±
√
1 + 4C)/2, takže

dostáváme řešenı́

y = 3
√

3(x− x2 + C)

{
na R pro C < − 1

4
,

na (−∞, (1−
√
1 + 4C)/2), (1−

√
1 + 4C)/2, 1 +

√
1 + 4C)/2), (1 +

√
1 + 4C)/2,∞) pro C ≥ − 1

4
.

V poslednı́m řádku je prostřednı́ interval prázdný pro C = −1/4. I kdybychom původnı́ rovnici vynásobili y, takže
by měla smysl v celé rovině, osou x by stejně neprocházelo žádné řešenı́ (ta uvedená majı́ v bodech (x, 0) nevlastnı́
derivace a nedajı́ se do těchto bodů prodloužit). Uvedená řešenı́ jsou maximálnı́.

Závěr: rovnice yy′ = 1−2x
y má za všechna maximálnı́ řešenı́ výše uvedená

řešenı́ na intervalech závisejı́cı́ch na hodnotě C. Všemi body (x0, y0), y0 ̸= 0,
procházı́ jediné řešenı́ (na přı́mce y = 0 nemá daná rovnice smysl).
Ve směrovém poli je černý graf řešenı́ pro C > 1/4, zelený pro C = 1/4 a
červený pro C < −1/4.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xy′ = −(x+ y)xy′ = −(x+ y)xy′ = −(x+ y)

1. Rovnice má smysl na R× R. Přı́mkou x = 0 může procházet řešenı́ jedině bodem (0, 0).

2. Homogennı́ funkce f(x, y) = −x+y
x je spojitá na (R \ {0}) × R, takže každým bodem této množiny procházı́

jediné řešenı́.

3. Rovnice nemá stacionárnı́ řešenı́. Osou y může procházet řešenı́ jedině počátkem (zjistı́me dosazenı́m x = 0 do
rovnice).

4. Za předpokladu x ̸= 0 použijeme novou proměnnou u = y/x a dostaneme

xu′ = 1− 2u⇒ 1 + 2u =
C

x2
, C ∈ R, x ∈ (−∞, 0), (0,∞) ⇒ y =

C

x
− x

2
, C ∈ R, x ∈ (−∞, 0), (0,∞) .

Uvedené řešenı́ je maximálnı́, nedá se prodloužit do bodu x = 0 kromě přı́padu C = 0, kdy dostaneme řešenı́
y = −x/2 na R (dosazenı́m do rovnice nebo srovnánı́m jednostranných limit y a y′ v 0).

Závěr: rovnice xy′ = −(x + y) má za všechna maximálnı́ řešenı́ funkci y =
−x/2 na R a funkce tvaru

y =
C

x
− x

2
, C ̸= 0, na (−∞, 0), (0,∞),

Body (0, y0) procházı́ řešenı́ jedině pro y0 = 0 a to jediné, ostatnı́mi body
roviny procházı́ jediné řešenı́.
Na obrázku jsou řešenı́ pro C=2 (červené), C=-1 (zelené) a y = −x/2 (černé).
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Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xyy′ = y2 − x2xyy′ = y2 − x2xyy′ = y2 − x2 a řešenı́ splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nku y(1) = 3

Rovnice má smysl na R × R. Jediným bodem na přı́mce x = 0, kterým může procházet řešenı́ je počátek. Funkce
y = 0 nenı́ řešenı́m a budeme dále předpokládat x ̸= 0, y ̸= 0. Potom y′ = y2−x2

xy a na pravé straně je homogennı́

funkce. Použijeme novou závisle proměnnou u(x) = y(x)
x , takže y′ = xu′ + u a dostaneme rovnici se separovanými

proměnnými:

xu+ u′ = u− 1

u
⇒ u2

2
= − log |x|+ C,C ∈ R, log |x| < C ⇒ y2 = x2(2C − log x2), C ∈ R, 0 < |x| < eC .

Snadno ověřı́me, že každým bodem roviny kromě os x, y procházı́ uvedené řešenı́; přitom si musı́me ověřit, že zı́skané
C je většı́ než log |x0| (což ze vzorce pro vypočtené C hned vyplyne). Pro y = 0 bychom dostali eC = x0 nebo
eC = −x0, což nelze. Musı́me se podı́vat na chovánı́ řešenı́ v krajnı́ch bodech jeho definičnı́ho intervalu. Řešenı́ tam
má hodnoty rovné 0. Derivace však budou v těchto bodech nevlastnı́, takže řešenı́ nelze do těchto bodů prodloužit.
Opravdu, y′ = ±

(√
2C − log x2 − 1/

√
2C − log x2

)
.

Závěr: rovnice xyy′ = y2 − x2 má za všechna maximálnı́ řešenı́ funkce tvaru
pro C ∈ R:

y = ±x
√
2C − log x2 na intervalech (−eC , 0), (0, eC) .

Všemi body roviny kromě os x, y procházı́ jediné řešenı́, osami x, y neprocházı́
žádné řešenı́.
Dosadı́me (x, y) = (1, 3) do řešenı́ a dostaneme 3 =

√
K, takže K = 9 a

hledané řešenı́ je y = x
√
9− log x2.

Na obrázku jsou sice jen dvě barvy, ale jde o 4 řešenı́.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice y2 − x2y′ = xyy′y2 − x2y′ = xyy′y2 − x2y′ = xyy′ (s homogennı́ funkcı́, jde o těžšı́ přı́klad).

Rovnice má smysl pro všechna x, y ∈ R a konstantnı́ funkce y = 0 je maximálnı́m řešenı́m rovnice na R. Základnı́
tvar rovnice je y′ = y2

x2+xy pro x ̸= 0, y ̸= −x. Přı́mka y = −x nenı́ řešenı́m rovnice, přı́mkou x = 0 může procházet
řešenı́ jedině počátkem. Kromě bodů na ose y a přı́mce y = −x tedy procházı́ každým bodem roviny jediné řešenı́
rovnice.
Funkce f(x, y) je homogennı́. Budeme pokračovat za předpokladu x ̸= 0, y ̸= −x substitucı́ y(x) = u(x)x, u ̸= −1
(budeme psát jen y = ux).

y′ = u′x+ u ⇒ u2x2 − x2(u′x+ u) = xux (u′x+ u) ⇒ x(u+ 1)u′ = −u .

Dostali jsme rovnici se separovanými proměnnými, která má stacionárnı́ řešenı́ u = 0 a pro u ̸= 0, x ̸= 0:∫
u+ 1

u
du = −

∫
1

x
dx ⇒ u+ log |u| = − log |x|+ C ⇒ xueu = K,K ∈ R pro x ̸= 0, u ̸= −1 .

Za u dáme zpátky u = y/x a dostaneme ye(y/x) = K,K ∈ R, pro x ̸= 0, y ̸= −x,K ̸= 0 a na R pro K = 0.
Dostáváme všechna řešenı́, protože z rovnosti K = y0e

y0/x0 vidı́me, že každým bodem (x0, y0), x0 ̸= 0 procházı́
řešenı́. Všimneme si, že y,K majı́ stejná znaménka. Otázkou je maximalita řešenı́ y(x) a intervaly, na kterých jsou
řešenı́ y(x) definována. Problém je v tom, že řešenı́ je dáno v implicitnı́m tvaru a nedovedeme rovnost vyřešit pro y.

Vrátı́me se k rovnosti ueu = K/x, x ̸= 0. Nemusı́me uvažovat y = 0, takže předpokládáme K ̸= 0. Funkce ueu

klesá od 0 k −1/e na (−∞,−1) a roste od −1/e do +∞ na (−1,∞), na těchto intervalech má inverznı́ funkce
φ, resp. ψ. Přechodem k y dostáváme y = xφ−1(K/x) pro K/x ∈ (−1/e, 0) (tj. x ∈ (−Ke,∞) pro K < 0,
x ∈ (−∞,−Ke) pro K > 0) a y = xψ−1(K/x) pro K/x ∈ (−1/e,∞) (tj. x ∈ (−Ke, 0) ∪ (0,∞) pro K > 0,
x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,−Ke) pro K < 0). Posledně uvedené intervaly (−Ke, 0), (0,−Ke) nelze použı́t, protože potom
majı́ K, y rozdı́lná znaménka.

Zbývá problém, zda se obě poslednı́ možnosti dajı́ slepit v bodě x = 0 (rovnice má v tomto bodě smysl, i když funkce
f nenı́ v tomto bodě definovaná). Nelze použı́t větu o lepenı́, ale stačı́ spočı́tat limity zprava funkce i derivace funkce
y = xψ−1(K/x) pro K > 0, x > 0 a zleva y = xψ−1(L/x) pro L < 0, x < 0. Pokud jsou vlastnı́ a rovnajı́ se, slepit
se obě funkce dajı́. Obě funkce majı́ jednostranné limity rovné 0. S derivacemi je to horšı́. Zatı́m nemáte derivace
implicitnı́ funkce, ale dá se použı́t derivace inverznı́ funkce x = y

log((K/y)) . Jejı́ jednostranné limity derivace v 0 pro
přı́slušná y,K se rovnajı́ 0, takže limity derivace původnı́ funkce y jsou nevlastnı́. Slepit se tedy zkoumané funkce
nedajı́.
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Závěr: rovnice y2 − x2y′ = xyy′ má řešenı́ v implicitnı́m tvaru ye(y/x) = K, K ∈ R
na intervalech (pro x) R pro K = 0, (−∞,−Ke) a (0,∞) pro K > 0, (−∞, 0) a
(−Ke,∞) pro K < 0. Na ose x procházı́ řešenı́ jen počátkem (nekonečně mnoho),
ostatnı́mi body procházı́ lokálně jediné řešenı́.
Na obrázku jsou obě řešenı́ pro K = 1 (červené) a obě pro K = −1 (zelené).

Bylo by jednoduššı́ hledat funkci x(y) jako řešenı́ rovnice y2x′ − x2 = xy Z výše uvedeného řešenı́ v implicitnı́m
tvaru vyplývá x = y

log(K/y) pro K ̸= 0 a y ∈ (0,K), (K,∞) pro K > 0, y ∈ (−∞,K), (K, 0) pro K < 0. Z tohoto
řešenı́ nedostaneme singulárnı́ řešenı́ x = 0. Přı́slušné směrové pole je souměrné podle diagonály výše zobrazeného
směrového pole.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ lineárnı́ rovnice xy′ + y = log x+ 1xy′ + y = log x+ 1xy′ + y = log x+ 1

Rovnici řešı́me na intervalu (0,∞). Nejdřı́ve homogennı́ rovnici a pak variace konstanty:

1. xy′ + y = 0 má řešenı́ y = C/x,C ∈ R sice pro všechna x ̸= 0, ale nás zajı́majı́ jen x > 0.

2. y′ = C ′/x − C/x2, po dosazenı́ do rovnice máme C ′ = log x + 1, takže C = x log x (bez konstanty) a
partikulárnı́ řešenı́ je yp = log x.

Závěr: Všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xy′ + y = log x+ 1 jsou y = C
x + log x na (0,∞).
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