Reseni piikladu ze cviceni MA3, 6.10.2025
Viz Poznamky pro existenci a jednoznacnost feSeni rovnic s homogenni funkei.

Najdéte viechna maximalni fe§eni ODR yy' = 1=2=

1. Rovnice yy' = +22, k € R,k # 0 md smyslnaR x (R \ {0}).

2. Z tvrzeni o feSenich ODR se separovanymi proménnymi vyplyva, Ze kazdym bodem roviny, kromé piimky
y = 0, prochdzi jediné feSeni.

3. Rovnice nema stacionarni feseni.

4. Za predpokladu y # 0 dostaneme formadlni integraci

3 —++v1+4C
/dey:/(l—Qx)dX :>%:m—m2+0,xERaley#O:x—xQ—i—C;ﬁO—nx;&xl,g:%.

Madme podminku z — 2% + C' # 0. Kofeny rovnice z = 2% + C' = 0 jsou 215 = —(—1 £ /1 +4C)/2, takze
dostavame feseni

naRpro C < —i

na (—oo, (1 —v1+40)/2),(1 - v144C)/2,14+ 1+ 4C)/2),(1+ 1+ 4C)/2,00) pro C > —1.
V poslednim fadku je prostiedni interval prazdny pro C = —1/4. T kdybychom puvodni rovnici vyndsobili y, takze

by méla smysl v celé roving, osou z by stejné neprochézelo Zadné feSeni (ta uvedend maji v bodech (z, 0) nevlastni
derivace a nedaji se do téchto bodt prodlouzit). Uvedend feSeni jsou maximadlni. *

Yy = 33($—x2+0){

Zdvér: rovnice yy = 1=2%

FeSeni na intervalech zdvisejicich na hodnoté C. Vsemi body (x0,Yo), Yo 7 0,
prochdzi jediné veseni (na primce y = 0 nemd dand rovnice smysl).

Ve smérovém poli je Cerny graf feSeni pro C' > 1/4, zeleny pro C = 1/4 a
Cerveny pro C' < —1/4.

md za vSechna maximdlni Feseni vyse uvedend

Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice 2y’ = —(z + y)

1. Rovnice md smysl na R x R. Pfimkou « = 0 miZe prochézet feseni jediné bodem (0, 0).
2. Homogenni funkce f(z,y) = f% je spojitd na (R \ {0}) x R, takZe kazdym bodem této mnoZiny prochdz{
jediné feseni.
3. Rovnice nema staciondrni feSeni. Osou y miZe prochdzet feseni jediné pocatkem (zjistime dosazenim = = 0 do
rovnice).
4. Za ptedpokladu x # 0 pouZijeme novou proménnou v = y/x a dostaneme
cC =z

C
2 =1—-2u=1+2u= ?7C’€R,x€ (—oo,0)7(0,oo):>y:;—i,CGRwé (—00,0),(0,00) .

Uvedené feseni je maximdlni, neda se prodlouzit do bodu x = 0 kromé pfipadu C' = 0, kdy dostaneme feSen{
y = —x/2 na R (dosazenim do rovnice nebo srovndnim jednostrannych limit y a ' v 0).

Zavér: rovnice vy’ = —(x + y) md za vSechna maximdlni FeSeni funkci y =
—x/2 na R a funkce tvaru

y - % B g7C # 07 na (_m70)7(0’ m),

Body (0,y0) prochdzi FeSent jediné pro yo = 0 a to jediné, ostamimi body
roviny prochdzi jediné fesent.
Na obrézku jsou feSeni pro C=2 (Cervené), C=-1 (zelené) a y = —x/2 (Cerné).
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Najdéte vSechna maximdlni feseni rovnice zyy’ = y? — x? a fesen{ splitujici pocite¢ni podminku y(1) = 3

Rovnice ma smysl na R x R. Jedinym bodem na piimce x = 0, kterym miiZe prochédzet feseni je pocatek. Funkce
2 2

y = 0 neni feSenim a budeme ddle piedpoklddat z # 0,y # 0. Potom 3/ = ¥ ;}“" a na pravé stran¢ je homogenni

funkce. PouZijeme novou zdvisle promé&nnou u(z) = %, takZe iy’ = xu’ 4+ u a dostaneme rovnici se separovanymi
proménnymi:

1 u?
rutu =u—— = 5 = —log|z| + C,C € R, log|z| < C = 4 = 2%(2C — logz?),C € R,0 < |z| < €.
u
Snadno ovéfime, Ze kazdym bodem roviny kromé os x, y prochazi uvedené feseni; pfitom si musime ovéfit, Ze ziskané
C je vt nez log |xo| (coZ ze vzorce pro vypoctené C hned vyplyne). Pro y = 0 bychom dostali ¢¢ = z nebo
e = —x, coz nelze. Musime se podivat na chovani feSeni v krajnich bodech jeho defini¢niho intervalu. Reseni tam
ma hodnoty rovné 0. Derivace v§ak budou v téchto bodech nevlastni, takZe feSeni nelze do téchto boda prodlouzit.

Opravdu, y' = £(4/2C —loga? — 1/1/2C — log z?).
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Zdvér: rovnice xyy' = y? — x? md za vSechna maximdlni FeSeni funkce tvaru

pro C € R:
y = +x+/2C — log 22 na intervalech (—e©,0), (0,¢°) .

Vsemi body roviny kromé os x,y prochdzi jediné reSent, osami x,y neprochdzi
Zddné Feseni.
Dosadime (x,y) = (1,3) do FeSeni a dostaneme 3 = VK, takie K = 9 a

hledané Feseni je y = x+/9 — log x2. o

Na obrézku jsou sice jen dvé barvy, ale jde o 4 feSeni.

vy,

Rovnice ma smysl pro vSechna z,y € R a konstantni funkce y = 0 je maximdlnim feSenim rovnice na R. Zakladn{

fmiaa) Y v o PRI . > o oy .
tvar TOVRICE Je Y’ = " Pro & # 00, y # —xz. Pfimka y = —x neni feSenim rovnice, pfimkou x = O'mu‘ze Prochazet
feSeni jediné pocatkem. Kromé bodi na ose y a piimce y = —x tedy prochazi kazdym bodem roviny jediné feSeni
rovnice.

Funkce f(x,y) je homogenni. Budeme pokracovat za predpokladu x # 0,y # —x substituci y(z) = u(x)z,u # —1
(budeme psat jen y = ux).
Y =vzt+u = v -2(Wrtu)=zur@Wr+u) = 2+l =-—u.

Dostali jsme rovnici se separovanymi proménnymi, kterd ma stacionarni feSeni u = 0 a pro u # 0,z # 0:

u+1 1
/ du = f/fdx = wu+loglul=—-loglz|+C = zue®*=K KeRprox#0,u#—1.
U x

Za u ddme zpitky u = y/x a dostaneme ye(¥/*) = K. K € R,prox # 0,y # —x, K # 0 ana R pro K = 0.
Dostdvame viechna feseni, protoZe z rovnosti K = yoe¥0/%0 vidime, 7e kazdym bodem (z0,Y0),x0 # 0 prochdzi
feSeni. VSimneme si, Ze y, K majf stejnd znaménka. Otdzkou je maximalita feSeni y(z) a intervaly, na kterych jsou
feSeni y(z) definovdna. Problém je v tom, Ze feSeni je ddno v implicitnim tvaru a nedovedeme rovnost vyfesit pro y.

Vréatime se k rovnosti ue* = K/x,x # 0. Nemusime uvazovat y = 0, takZe pfedpokldddme K # 0. Funkce ue"
klesd od 0 k —1/e na (—oo, —1) a roste od —1/e do +o0 na (—1,00), na té&chto intervalech md inverzni funkce
¢, resp. 1. Pfechodem k y dostdvdme y = xp~1(K/z) pro K/z € (—1/e,0) (§. z € (—Ke, ) pro K < 0,
x € (—oo,—Ke)pro K > 0)ay = ap~ 1 (K/x) pro K/x € (—1/e,) (§. z € (—=Ke,0) U (0,00) pro K > 0,
x € (—00,0) U (0, —Ke) pro K < 0). Posledné uvedené intervaly (—Ke, 0), (0, —Ke) nelze pouZit, protoZe potom
maji K,y rozdilnd znaménka.

Zbyva problém, zda se obé posledni moznosti daji slepit v bod€ = = 0 (rovnice ma v tomto bodé€ smysl, i kdyz funkce
f neni v tomto bodé definovand). Nelze pouZit vétu o lepeni, ale staci spocitat limity zprava funkce i derivace funkce
y=az¢p 1 (K/x)pro K > 0,2 > 0azlevay = x¢p~!(L/z) pro L < 0,z < 0. Pokud jsou vlastni a rovnajf se, slepit
se obé funkce daji. Obé funkce maji jednostranné limity rovné 0. S derivacemi je to hor$i. Zatim nemadte derivace
implicitni funkce, ale d4 se pouzit derivace inverzni funkce x = m. Jeji jednostranné limity derivace v O pro
pfislusnd y, K se rovnaji 0, takze limity derivace pivodni funkce y jsou nevlastni. Slepit se tedy zkoumané funkce
nedaji.



Zdvér: rovnice y? — x2y' = xyy' md FeSeni v implicitnim tvaru yeV/®) = K, K € R
na intervalech (pro ) R pro K = 0, (—oo, —Ke) a (0,00) pro K > 0, (—00,0) a
(=Ke,o00) pro K < 0. Na ose x prochdzi Feseni jen pocdtkem (nekonecné mnoho),
ostatnimi body prochdzi lokdlné jediné reSent.

Na obrazku jsou obé feSeni pro K = 1 (Cervené) a obé pro K = —1 (zelené).

Bylo by jednodussi hledat funkci x(y) jako feSeni rovnice 3%z’ — 22 = xy Z vySe uvedeného feSeni v implicitnim

tvaru vyplyvd z = m pro K #0ay € (0,K),(K,00) pro K >0,y € (—o0, K), (K,0) pro K < 0. Z tohoto
feSeni nedostaneme singulédrni feSeni x = 0. PfisluSné smérové pole je soumérné podle diagondly vySe zobrazeného
smérového pole.

Najdéte v§echna maximadlni feSen{ linedrni rovnice zy’ +y = logz + 1

Rovnici fe§ime na intervalu (0, co). Nejdiive homogenni rovnici a pak variace konstanty:

1. zy’ + y = O méfeSeni y = C'/x, C' € R sice pro viechna x # 0, ale nds zajimaji jen x > 0.

2.y = C'/x — C/x?, po dosazeni do rovnice mame C’ = logz + 1, tak’e C = xlogx (bez konstanty) a
partikuldrni feSeni je y, = log x.

Zavér: Vsechna maximdlini ¥eseni rovnice vy’ +y = logx + 1 jsou y = % + log x na (0, 00).



