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Limity
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V následujı́cı́ch limitách použijeme polárnı́ souřadnice x = r cosα, y = r sinα. Musı́me dávat pozor, protože α
může být libovolný úhel. Kdybychom brali posloupnost {(xn, yn)} konvergujı́cı́ k (0, 0), měli bychom psát xn =
rn cosαn, yn = rn sinαn a úhly αn nemusı́ nebo mohou konvergovat. Pokud tedy limita po substituci obsahuje α,
výchozı́ limita neexistuje (viz následujı́cı́ třetı́ přı́klad) nebo se nedá rozhodnout (viz následujı́cı́ pátý přı́klad)..
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což je 0, pokud nehledı́me na α. Jenže α se může blı́žit k 0 a potom dostáváme výraz 0
0 , takže rozhodnout nelze.

Vzhledem k mnoha možnostem přibližovánı́ α k 0 se dá očekávat, že limita existovat nebude. Dosadı́me-li y =
kx, k ∈ R (tj. přibližujeme se k 0 po přı́mkách), dostáváme limitu 0. Pokud se přibližujeme po parabole y = x2,
dostáváme hodnotu 1/2, takže limita opravdu neexistuje.

Pro poslednı́ přı́klad z limit uvedeme dva postupy. V prvnı́m použijeme substituci, ve druhém použijeme Lagrangeovu
větu o střednı́ hodnotě. Předpokládáme že a ̸= 0.
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kde cx,y ležı́ mezi body x, y.

Derivace ve směru, gradient, tečná rovina
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⇒ f ′
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odkud vyplývá, že f nemá v (0, 0) totálnı́ diferenciál.

3. Rovnici tečné roviny dostaneme dosazenı́m do vzorečku z − z0 = f ′
x(x0, y0)(x − x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0) s
výsledkem 8x− 8y − z − 4 = 0. Rovnice normály je x = x0 − t f ′

x(x0, y0), y = y0 − t f ′
y(x0, y0), z = z0 + t, tj.

x = 2 + 8t, y = 1− 8t, z = 4− t, t ∈ R .

5. Koeficienty a, b tečné roviny z = ax+ by se musı́ shodovat s koeficienty zadané roviny z = x+ y/4, takže
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⇒ y = 4x, 16x4 − 4x+ 1 = 0 .

Dosazenı́m x = .4 do polynomu 16x4 − 4x+ 1 dostaneme zápornou hodnotu. Protože u nejvyššı́ mocniny je kladný
koeficient, má podle Bolzanovy věty uvedený polynom aspoň dva reálné kořeny (jeden se rovná 1/2, druhý zhruba
0,272). Dá se ukázat, že zbývajı́cı́ dva kořeny nejsou reálné. Řešenı́ úlohy tedy znı́, že daná plocha má ve dvou bodech
tečnou rovinu rovnoběžnou s danou rovinou.
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