ReSeni piikladi z cvi¢eni MA2, 12.a 14.5.2026

Metrické prostory, spojitost
Nebudeme uvadét vSechna feSeni. Vynechdme ta, kterd maji jednoduché piimé postupy, kde staci napsat, co vime a
co mame dokazat a ono to hned vyjde.

1. Spojitost a ekvivalence

1.a 2. Pouzije se Heineho véta o vztahu konvergence a spojitosti.

3. Je-li x € A, existuje {a, } C A, a, — z. Pak f(a,) = g(an) — f(z) = g(x).
2.. Prostor spojitych funkci

LAf ~ [y fla)dx}: C([0,1]) » R Yz €[0,1]: f(z)—8 < g(z) < f(x)+0 = [ fz)dx—d < [ g(a)dx <
I fx)dx + 0.
2.{f ~ [5 f(t)dt} : C([0,1]) — C([0,1]), skoro toéZ jako v 1, jen misto fol se pise [ .

3. Rozhodnéte, zda zobrazeni { f ~ f*} : C([0,1]) — C([0,1]) a {f ~ f'} : C*([0,1]) — C([0,1]) jsou spojitd.
Prvni zobrazeni je spojité: f, — f = IKVn : |f,| < K. Potom |f,, — f| < § = |f2 — f?| < 2K{ + 62, coZ je
volbou 4 libovolné malé &islo

Druhé zobrazenf nenf spojité: f,,(z) = L sin(nz) — 0, f}(z) = cos(nz) - 0.
4. f e FX)\CX) = F{z,} C X, 2, — z, f(z,) - f(x). Lze predpokladat Vn : |f(x) — f(z,)] > € =
(lg = fl<e/3=lg(@) = g(zn)| = /3 = gn + g(x))

3. Spojitost funkci vice proménnych 1ze ovérovat i pfimo pomoci konvergence a Heineho véty).

2 4 .
. 3 (&,y,z)—=(z,y",2
sin(zy®z?) = R? @y )RS SRR
cos X sin

cos(z—y) +sin(z®+12) : (z,y) = (x—y, 2% +y%) I (cos(z — ), sin(z® +y%) > cos(z — y) +sin(z? + y?)

4. Oteviené a uzaviené mnoZiny v R™
{(z,y);2® +y> <7} = f1(~00,7) kde f(z,y) = 2° + 3> = oteviend
{(z,y,2);2% +y* + 22 =4} = f1(4) kde f(z,y,2) = 2° + y* + 2> = uzaviend
{(z,y);lr+yl—2z—y>0,2>0,9y <0} =f10,00)Ng 1(0,00) Nh~!(c0,0] % oteviend, uzavieni
Posledni mnoZina je oteviend, protoZe y = 0 nelze za ostatnich podminek nabyvat, takZe Ize brat y > 0.

5. Homeomorfismy

1. Piislugné ziZenf linedrniho zobrazeni z ~ (z — a) =< + ¢ je homeomorfismus [a, b] (resp. (a, b)) na [c, d] (resp.

(¢,d)), pokud ¢, d € R. Napf. pro (a,b) = (0,1), (¢,d) = (—o0, 0) lze vzit funkei (arctgr + 7/2) /.

2. Spojité prosté zobrazeni na intervalu v R je ryze monoténni, takZe nemtiZe zobrazovat [0, 1) naR a [0, 1] na (0,1).

Nechi f : R — R? je homeomorfismus a nechi f(0) = p. Pak A = f~!(—00,0), B = f~1(0, 00) jsou dvé& disjunktni
oteviené neprazdné mnoZiny a jejich sjednoceni s bodem p je R%. Vezmeme a € A,b € B. ProtoZe n&jakd koule
okolo b lezi celd v B, lze pfipadné poposunout b tak, aby nelezel na piimce spojujici body a, p. Pak usecka U od a do
b neobsahuje p. Vezmeme na U “supremum” bodi ¢, Ze dsecka a, g je Casti A. Tento bod ale nemuizZe leZet ani v A,
ani v B a je rtizny od p, coZ je spor.



