ReSeni prikladi ze cviceni 5.1.2026

1. Najdéte vsechny globdlni extrémy funkce f(x,y,z) = x + y + 2 na mnoZiné M = {(z,y,2);2> +y*> < 2z < 1}
Snadno se ovéfi, Ze uvniti kompaktni mnoZiny M nejsou Zadné extrémy. Povrch M rozdélime na nisledujici mnoZiny:

1. 22 +y? = 2,2 €[0,1), do f dosadime z = x? + y>.

2. 22+l =1,2=1,

3. 22492 < 1,z2=1.
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(ad 1) g(x,y,z):x+y—|—x2+y2:>gz:1+2x,gy:1+2y:> krit.bod ay :(—5,—7 =)

2
(ad 2) F(:c,y,)\)=m+y+1+>\(x2+y2—1):>sz1+2)\m7Fy:1+2>\y:>a::y:j:%.

Z4dné kritické body v 3 (funkce x + y + 1 na oteviené mnoZzing).
Na &asti 2 jsou tedy dva kritické body as = (g, @, 1),a3 = (=32, =¥%2,1); f(a1) = —3, f(az) = V2 +1,
flaz) = —vV2+1.

Zdvér: Funkce f nabyvd na M maxima V2 + 1 v as, minima —% vai.

2. Glob. extrémy funkce f(x,y,2) = 2> +y + z namnoziné M = {(z,y,2);22 +y?> < z,22 + ¢y < —2 + 1}
Snadno se ovéri, ze uvniti kompaktni mnoziny M nejsou zadné extrémy. RozloZime hranici M na nasledujici
mnoziny:

1. 22+ y* = 2,2 €[0,1/2), do f dosadime z = 22 + y.
2. 22+t =1—2z22¢€(1/2,1],

3. 22 +y?=1/2,2 =1/2,do f dosadime z = 1/2,2% = 1/2 — y2.

(ad 1) g(z,y) =2* +y+a*+y* = g, = 4,9, = 1 + 2y = kritbod a; = 0,=5: ) fla) = =5
2 2 2 . 1 2 1 5
(d2) g(z,y) =2"+y+1—-2" -y =g, =0,9,=1-2y = krlt-bodyax:(:c,§,l—x —1)7f(ax)21

V2L s = (£1/2,1/2,1/2),

(ad 3) 9(y) =1 —y> +y, |yl <V2/2 = kritbody az 3 = (0, 17, 5

faa) = 22 pan) = 272 ftans) =

Ve vysledku v (2) je # € (—1/2,1/2), protoZze musi byt 1/2 < 1 — 22 — 1/4 < 1 (podle (3) Ize do intervalu
x € (—1/2,1/2) zahrnout i krajni body +1/2).

o

Zdvér: Funkce f nabyvd na M maxima 5/4 v bodech (z, 1,1 — 2® — 1), |z| < 1/2, minima —1/4 v bodé a;.
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3. Vzddlenosti:

1. bodu (2,1) od grafu funkce y = 2,

2. parabol y = —x2,y = (v — 6)?,

3. bodu (0,0,0) od priiniku ploch 2> +y? = 22,z = 1 + x + v.
ad 1: Hleddme minimum funkce (z — 2)% + (y — 1)? na grafu y = 2. Dosadime y = 2% do zkoumané funkce a
ziskdme jediny kriticky bod, jediné redlné feseni kubické rovnice 22> = z = 2 = 0, coZ je asi z = 1,2 s vyslednou
vzdélenosti asi 0,9.
ad 2: Hleddme minimum funkce (z —u)%+ (y—v)?, kde y+2% = 0,v— (u—6)? = 0. Dosadime do zkoumané funkce
za y, v a dostaneme novou zkoumanou funkci g(z,u) = (z —u)? + (22 + (u — 6)?)?. Se¢tme rovnice g, = 0,9, =0
a dostaneme rovnou vztahy « = 0,u = 6 ax = 6 — w. Prvni vztah (0, 6) divd vzdélenost 6, druhy dd po dosazeni do

9. = 0 druhy kriticky bod (1, 5) se vzdélenosti /20, coZ je hledané minimum.

ad 3. Hleddme minimum funkce x2+y%+ 22 za podminek 22 +y? = 22, 2 = 1+z+y. PouZijeme Lagrangeovu funkci

F(z,y, 2, \ pu) = 22+ 9>+ 22+ A\(22 — 22— 2?) + pu(z —x —y—1). Po snadné tpravé rovnic F, = 0, F, =0, F, =0



dostaneme vztah (z — y)(1 4+ A) = 0 a zjistime, Ze A + 1 # 0, takZe = = y. Po dosazen{ do podminek dostaneme dva
kritické body 2 = y = —1 +/2/2, 2 = —1 4+ /2. Hledané minimum nastivd v bodé se znaménky minus.
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4. Dokdzat nerovnost % > (%) .

Asi nejjednodussi postup je dokdzat, Ze globalni minimum funkce f(x,y) = %V 1.kvadrantu za podminky x +
y = a neni mensi neZ (a/2)". Lze do f(x,y) dosadit y = a — = a pocitat extrémy funkce f(z,a — x) na intervalu
[0,a]. Snadno ziskdme kritické body 0, a/2,a a srovnanim dostaneme minimum (a/2)" v bodé z = y = a/2 (v
bodech x = 0,x = a je maximum). Dokazovand nerovnost tedy plati. Stejné jednoduché bylo pouZit Lagrangeovu

funkci a;n_;_yn + Az +y—a).

5. Vypocitat normu matice (g (1])

Pomoci extrémi funkce: Uvedend matice nalezi zobrazeni f : R? — R? (s euklidovskymi metrikami) se slozkami
filx,y) = v, fo(z,y) = 2. Hleddme maximum funkce y? + 422 za podminky 22 4+4? = 1. Je mozné tuto podminku
dosadit do nasi funkce a pak hleddme maximum funkce 1+ 322 pro x € [—1, 1]. Nebo pouZijeme Lagrangeovu funkci
y? + 42? + (2?2 + y? — 1). Vyjde ndm maximum rovné 4 v krajnich bodech. TakZe norma matice je rovnd 2.

Pomoci vlastnich Cisel:

ara=(g 1) = n=tr =124l =2

Vypoditali jsme £5-normu matice. Pokud bychom potfebovali /1 -normu, misto podminky 22 + 52 = 1 bychom pouzili
podminku |z| + |y| = 1 pro maximum funkce |y| + |2x| (vyjde maximélni soucet sloupcti). Podobng pro {..-normu
bychom pouzili jednotkovou sféru na £, j maximum funkce max{|y|, |2z|} za podminky max{|y|, |2z|} = 1 (vyjde
maximalni souCet fadkd). V obou piipadech dostaneme pro nasi matici ¢islo 2.



