
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ 5.1.2026

1. Najděte všechny globálnı́ extrémy funkce f(x, y, z) = x+ y + z na množině M = {(x, y, z);x2 + y2 ≤ z ≤ 1}
Snadno se ověřı́, že uvnitř kompaktnı́ množiny M nejsou žádné extrémy. Povrch M rozdělı́me na následujı́cı́ množiny:

1. x2 + y2 = z, z ∈ [0, 1), do f dosadı́me z = x2 + y2.

2. x2 + y2 = 1, z = 1,

3. x2 + y2 < 1, z = 1.

(ad 1) g(x, y, z) = x+ y + x2 + y2 ⇒ gx = 1 + 2x, gy = 1 + 2y ⇒ krit.bod a1 = (−1
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(ad 2) F (x, y, λ) = x+ y + 1 + λ(x2 + y2 − 1) ⇒ Fx = 1 + 2λx, Fy = 1 + 2λy ⇒ x = y = ±
√
2

2
.

Žádné kritické body v 3 (funkce x+ y + 1 na otevřené množině).

Na části 2 jsou tedy dva kritické body a2 = (
√
2
2 ,

√
2
2 , 1), a3 = (−

√
2
2 ,−

√
2
2 , 1); f(a1) = − 1

2 , f(a2) =
√
2 + 1,

f(a3) = −
√
2 + 1.

Závěr: Funkce f nabývá na M maxima
√
2 + 1 v a2, minima − 1

2 v a1.

2. Glob. extrémy funkce f(x, y, z) = x2 + y + z na množině M = {(x, y, z);x2 + y2 ≤ z, x2 + y2 ≤ −z + 1}
Snadno se ověřı́, že uvnitř kompaktnı́ množiny M nejsou žádné extrémy. Rozložı́me hranici M na následujı́cı́
množiny:

1. x2 + y2 = z, z ∈ [0, 1/2), do f dosadı́me z = x2 + y2.

2. x2 + y2 = 1− z, z ∈ (1/2, 1],

3. x2 + y2 = 1/2, z = 1/2, do f dosadı́me z = 1/2, x2 = 1/2− y2.

(ad 1) g(x, y) = x2 + y + x2 + y2 ⇒ gx = 4x, gy = 1 + 2y ⇒ krit.bod a1 = (0,−1
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), f(a1) = −1

4

(ad 2) g(x, y) = x2 + y + 1− x2 − y2 ⇒ gx = 0, gy = 1− 2y ⇒ krit.body ax = (x,
1

2
, 1− x2 − 1

4
), f(ax) =

5

4

(ad 3) g(y) = 1− y2 + y, |y| ≤
√
2/2 ⇒ krit.body a2,3 = (0,±

√
2

2
,
1

2
), a4,5 = (±1/2, 1/2, 1/2),

f(a2) =
1 +

√
2

2
, f(a3) =

1−
√
2

2
, f(a4,5) =

5

4

Ve výsledku v (2) je x ∈ (−1/2, 1/2), protože musı́ být 1/2 < 1 − x2 − 1/4 ≤ 1 (podle (3) lze do intervalu
x ∈ (−1/2, 1/2) zahrnout i krajnı́ body ±1/2).

Závěr: Funkce f nabývá na M maxima 5/4 v bodech (x, 1
2 , 1− x2 − 1

4 ), |x| ≤ 1/2, minima −1/4 v bodě a1.

3. Vzdálenosti:

1. bodu (2,1) od grafu funkce y = x2,

2. parabol y = −x2, y = (x− 6)2,

3. bodu (0,0,0) od průniku ploch x2 + y2 = z2, z = 1 + x+ y.

ad 1: Hledáme minimum funkce (x − 2)2 + (y − 1)2 na grafu y = x2. Dosadı́me y = x2 do zkoumané funkce a
zı́skáme jediný kritický bod, jediné reálné řešenı́ kubické rovnice 2x3 = x = 2 = 0, což je asi x = 1, 2 s výslednou
vzdálenostı́ asi 0,9.
ad 2: Hledáme minimum funkce (x−u)2+(y−v)2, kde y+x2 = 0, v−(u−6)2 = 0. Dosadı́me do zkoumané funkce
za y, v a dostaneme novou zkoumanou funkci g(x, u) = (x−u)2+(x2+(u− 6)2)2. Sečtme rovnice gx = 0, gy = 0
a dostaneme rovnou vztahy x = 0, u = 6 a x = 6− u. Prvnı́ vztah (0, 6) dává vzdálenost 6, druhý dá po dosazenı́ do
gx = 0 druhý kritický bod (1, 5) se vzdálenostı́

√
20, což je hledané minimum.

ad 3. Hledáme minimum funkce x2+y2+z2 za podmı́nek x2+y2 = z2, z = 1+x+y. Použijeme Lagrangeovu funkci
F (x, y, z, λ, µ) = x2+y2+z2+λ(z2−x2−z2)+µ(z−x−y−1). Po snadné úpravě rovnic Fx = 0, Fy = 0, Fz = 0



dostaneme vztah (x− y)(1 + λ) = 0 a zjistı́me, že λ+ 1 ̸= 0, takže x = y. Po dosazenı́ do podmı́nek dostaneme dva
kritické body x = y = −1±

√
2/2, z = −1±

√
2. Hledané minimum nastává v bodě se znaménky minus.

4. Dokázat nerovnost xn+yn

2 ≥
(

x+y
2

)n

.

Asi nejjednoduššı́ postup je dokázat, že globálnı́ minimum funkce f(x, y) = xn+yn

2 v 1.kvadrantu za podmı́nky x +
y = a nenı́ menšı́ než (a/2)n. Lze do f(x, y) dosadit y = a − x a počı́tat extrémy funkce f(x, a − x) na intervalu
[0, a]. Snadno zı́skáme kritické body 0, a/2, a a srovnánı́m dostaneme minimum (a/2)n v bodě x = y = a/2 (v
bodech x = 0, x = a je maximum). Dokazovaná nerovnost tedy platı́. Stejně jednoduché bylo použı́t Lagrangeovu
funkci xn+yn

2 + λ(x+ y − a).

5. Vypočı́tat normu matice
(
0 1
2 0

)
Pomocı́ extrémů funkce: Uvedená matice náležı́ zobrazenı́ f : R2 → R2 (s euklidovskými metrikami) se složkami
f1(x, y) = y, f2(x, y) = 2x. Hledáme maximum funkce y2+4x2 za podmı́nky x2+y2 = 1. Je možné tuto podmı́nku
dosadit do našı́ funkce a pak hledáme maximum funkce 1+3x2 pro x ∈ [−1, 1]. Nebo použijeme Lagrangeovu funkci
y2 + 4x2 + λ(x2 + y2 − 1). Vyjde nám maximum rovné 4 v krajnı́ch bodech. Takže norma matice je rovná 2.
Pomocı́ vlastnı́ch čı́sel:

AT .A =

(
4 0
0 1

)
⇒ λ1 = 4, λ2 = 1 ⇒, ∥A∥2 = 2 .

Vypočı́tali jsme ℓ2-normu matice. Pokud bychom potřebovali ℓ1-normu, mı́sto podmı́nky x2+y2 = 1 bychom použili
podmı́nku |x| + |y| = 1 pro maximum funkce |y| + |2x| (vyjde maximálnı́ součet sloupců). Podobně pro ℓ∞-normu
bychom použili jednotkovou sféru na ℓ∞, tj maximum funkce max{|y|, |2x|} za podmı́nky max{|y|, |2x|} = 1 (vyjde
maximálnı́ součet řádků). V obou přı́padech dostaneme pro naši matici čı́slo 2.


