Reseni piikladii ze cviceni 15.12.2025

1. Prostor X je separabilni, prdvé kdyZ je kazdd jeho r-sit, pro kazdé r > 0, spocetnd.

Nechf kazd4 r-sit v X je spocetnd. Jsou-li A,, maximdln{ %-sité, je U,, An spocetnd a hustd podmnozina X, takze X
je separabilni.

Necht existuje nespocetnd r-sit A a D je hustd podmnoZina v X. Pro a € A existuje d, € D, Ze d(a,d,) < r/3.
Potom pro rizné prvky a,b € A je d, # dp, a mame prosté zobrazeni A — D, takZe mohutnost D musi byt
nespocetna.

2. Prostor X je separabilni, pravé kdy? lze z kaZdého jeho otevieného pokryti vybrat spocCetné pokryti.

Nechi G je oteviené pokryti separabilniho prostoru X. Vime, Ze X m4 spodetnou otevienou bazi B. Pro kazdé G € G
az € G, exisruje Bg,, € B, Ze v € Bg, C G. Potom {Bg ;G € G,z € G} je oteviené pokryti X, které je
spocetné, protoZe B je spoCetnd, oznalime ho { B, },,. Pro kazdé n vybereme jednu mnozinu G,, € G, ze B,, C G,,.
Pak {G, }. je spoCetné pokryti X vybrané z G.

Nechf X nenf separabilni. M4 proto podle pfedchazejiciho tvrzeni nespocetnou r-sit A. Uvédomime si, Ze kazd4 r-sit
je uzavienou mnoZinou. Pak z pokryti { B, /3(a);a € A} U {X \ A} nelze vybrat spofetné pokryti X.

3. Je-li X uplny a nemd isolované body, pak md mohutnost aspori jako R

Podminka o isolovanych bodech znamend, Ze kazda koule je nekonec¢nd. V X existuji disjunktni uzaviené koule
By, B1 o polomérech nejvyse 1. Koule By obsahuje dvé disjunktni uzaviené koule Bgg, Bp1 0 polomérech nejvyse
1/2, podobné B; obsahuje takové koule Big, B11. Indukei ziskdme postupné uzaviené koule By;,y, kde posloupnost
{z]} Je kone¢na a sloZena z 0 a 1, a plati, Ze je-li i), posledni ¢len této posloupnosti, ma By; } polomér nejvyse 27",
je Casti koule s indexem {ig, %1, ..., i,—1 | a je disjunktni s kouli s indexem {ig, 1, ..., 1 — i, }

Maime-li nekonecnou posloupnost {3, } sloZenou z 0 a 1, tvofi mnoZiny F,, = B, ;, klesajici posloupnost uzavienych
mnozin v X s pruméry konvergujicimi k 0. Podle Cantorovy véty ma tento systém jednobodovy prinik. Pro rizné
posloupnosti dostaneme rtizné body, takze mame prosté zobrazeni mnoZzin vSech posloupnosi 0 a 1 do X. Staci nyni
znét tvrzeni, Ze mnoZina uvedenych posloupnosti ma stejnou mohutnost jako R.

Cantorova diagonalni metoda dava vysledek, Ze uvedend mnozina posloupnosti je nespocetnd. My chceme vice. K
tomu si staci uvédomit, Ze uvedené body priniku systému kouli jsou v jednozna¢ném vztahu s Cantorovou mnoZinou
C'. Cantorova funkce zobrazuje C na [0, 1] a tedy nemd men¢i mohutnost nez [0, 1]. Protoze je C' C [0, 1], je mohutnost
C stejnd jako [0, 1] a tedy jako R

4. Prostor R Ize napsat jako sjednoceni mnoZiny 1.kategorie a mnoZiny Lebesgueovy miry nula.

Vezmeme klesajici posloupnost {e,} s limitou 0 a uspordddme Q do posloupnosti {g,}. Pak vezmeme G, =
U,, B2-ne, (qn), coZ je oteviend mnoZina obsahujici Q a je tedy hustd. Jeji komplement F;, = R\ G, je proto
uzaviena fidkd mnozina. Mira G,, je nejvySe ) 27 "¢, = &,. Oznaéime A = (), G,,B = R\ A = |, Fh.
Mnozina B je 1.kategorie, mnoZina A md miru lime, =0aR =AU B.

Reseni pisemky

1. Ukazte, Ze pro F(x,y) = x2e! =Y —y2e® ! urcuje rovnice F (x,y) = 0v jistém okoli U x V bodu [1,1] jednoznacné

funkci f proménné x spliiujici pro x € U rovnice F(z, f(z)) = 0, f(1) = 1. Vypociete f'(1).
F' ma vSecny parcidlni derivace spojité, F'(1,1) = 0,
1

F, =2xe' ™Y — 2" L Fy = —2?e! Y — 29" = F(1,1) = 1, Fy(1,1) = -3 = f'(1) = 3
2. Naleznéte na R? vsechny lokdlni extrémy funkce f(x,y) = z* + y* — (x + y)2.
grad f = (423 = 2(x +y), 4> =2z +y)) = rx =y, 2> —2=0= 2 =0,+1
Foo=1222 =2, fo, = =2, f,, = 1242 — 2 = K(0,0) = —dhk, K(1,1) = 10h2 — 4hk + 10k>

K(0,0) = —4hk, K(1,1) = 10h* — 4hk + 10k* = 10(h — 2k/10)? + k*(1 — 4/10), K (—1,—1) = K(1,1).

Funkce f m4 lokdlni minimum v bodech (1,1) a (-1,-1). ProtoZze —4hk = —(h + k)? + (h — k)2, m4 £ v (0,0) sedlo.



3. Naleznéte vsechny lokdlni extrémy funkce x + 1y — 1 na mnoziné M = {(z,y) € R?%;9(z? + 3?) = 222y?}.
Oznatime F(z,y,\) = +y — 1 + A(9(2? + y?) — 22232).

Pak grad F = (1 + A(18z — 4xy?), 1 + A\(18y — 42%y), 9(2? + y?) — 22%y?) = 0, = X\ # 0 (jinak 1 = 0). Vidime,
Ze bod (0,0) lezi v M, ale nespliiuje prvni rovnici grad F' = 0, Odetenim prvnich dvou rovnic dostaneme

9
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Dosazenim z = y # 0 do M dostaneme body a1 = (3, 3),as = (—3, —3). Dosazenim rovnosti z = —9/(2y) do M
1

zjistime, Ze pro zidné y takovy bod neni v M. Z rovnic grad F' = 0 zjistime \; pro body a;: A\; = 25, o =
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fez = MNA8 — 4y?), fuy = —8Axy, fyy = N(18 — 42?),

K(h,k)(as) = —%iﬂ - %hk - %kQ = —%((h + 2k) + k2), K (h, k)(a3) = %((h + 2k)* + k?)

Dostavame lokdlni maximum v (3,3), lokdlni minimum v (-3,-3). D4 se zjistit, Ze dand funkce nemd na M globaln{
extrémy.

4. Nechi (X, d) je uplny metricky prostor a e je metrika na X ekvivalentni s d. Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich
tvrzeni.
1. Je-li e > d, je prostor (X, e) tiplny.

2. Je-li e < d, je prostor (X, e) tiplny.

(a) Plati: {z,,} cauchyovskd v e = cauchyovska v d = {x,,} konverguje v d = {x,,} konverguje v e.

(b) Neplati: d diskrétni metrika na N, e(z,, ,,+1) = 1/n md stejnou konvergenci jako d, e < d, {1/n} cauchyovskd
v e a nema limitu.



