
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ 15.12.2025

1. Prostor X je separabilnı́, právě když je každá jeho r-sı́ť, pro každé r > 0, spočetná.

Nechť každá r-sı́ť v X je spočetná. Jsou-li An maximálnı́ 1
n -sı́tě, je

⋃
n An spočetná a hustá podmnožina X , takže X

je separabilnı́.

Nechť existuje nespočetná r-sı́ť A a D je hustá podmnožina v X . Pro a ∈ A existuje da ∈ D, že d(a, da) < r/3.
Potom pro různé prvky a, b ∈ A je da ̸= db, a máme prosté zobrazenı́ A → D, takže mohutnost D musı́ být
nespočetná.

2. Prostor X je separabilnı́, právě když lze z každého jeho otevřeného pokrytı́ vybrat spočetné pokrytı́.

Nechť G je otevřené pokrytı́ separabilnı́ho prostoru X . Vı́me, že X má spočetnou otevřenou bázi B. Pro každé G ∈ G
a x ∈ G, exisruje BG,x ∈ B, že x ∈ BG,x ⊂ G. Potom {BG,x;G ∈ G, x ∈ G} je otevřené pokrytı́ X , které je
spočetné, protože B je spočetná, označı́me ho {Bn}n. Pro každé n vybereme jednu množinu Gn ∈ G, že Bn ⊂ Gn.
Pak {Gn}n je spočetné pokrytı́ X vybrané z G.

Nechť X nenı́ separabilnı́. Má proto podle předcházejı́cı́ho tvrzenı́ nespočetnou r-sı́ť A. Uvědomı́me si, že každá r-sı́ť
je uzavřenou množinou. Pak z pokrytı́ {Br/3(a); a ∈ A} ∪ {X \A} nelze vybrat spořetné pokrytı́ X .

3. Je-li X úplný a nemá isolované body, pak má mohutnost aspoň jako R.

Podmı́nka o isolovaných bodech znamená, že každá koule je nekonečná. V X existujı́ disjunktnı́ uzavřené koule
B0, B1 o poloměrech nejvýše 1. Koule B0 obsahuje dvě disjunktnı́ uzavřené koule B00, B01 o poloměrech nejvýše
1/2, podobně B1 obsahuje takové koule B10, B11. Indukcı́ zı́skáme postupně uzavřené koule B{ij}, kde posloupnost
{ij} je konečná a složená z 0 a 1, a platı́, že je-li in poslednı́ člen této posloupnosti, má B{ij} poloměr nejvýše 2−n,
je částı́ koule s indexem {i0, i1, ..., in−1} a je disjunktnı́ s koulı́ s indexem {i0, i1, ..., 1− in}

Máme-li nekonečnou posloupnost {ij} složenou z 0 a 1, tvořı́ množiny Fn = Bi0,..,in klesajı́cı́ posloupnost uzavřených
množin v X s průměry konvergujı́cı́mi k 0. Podle Cantorovy věty má tento systém jednobodový průnik. Pro různé
posloupnosti dostaneme různé body, takže máme prosté zobrazenı́ množin všech posloupnosı́ 0 a 1 do X . Stačı́ nynı́
znát tvrzenı́, že množina uvedených posloupnostı́ má stejnou mohutnost jako R.

Cantorova diagonálnı́ metoda dává výsledek, že uvedená množina posloupnostı́ je nespočetná. My chceme vı́ce. K
tomu si stačı́ uvědomit, že uvedené body průniku systémú koulı́ jsou v jednoznačném vztahu s Cantorovou množinou
C. Cantorova funkce zobrazuje C na [0, 1] a tedy nemá menčı́ mohutnost než [0, 1]. Protože je C ⊂ [0, 1], je mohutnost
C stejná jako [0, 1] a tedy jako R.

4. Prostor R lze napsat jako sjednocenı́ množiny 1.kategorie a množiny Lebesgueovy mı́ry nula.

Vezmeme klesajı́cı́ posloupnost {εn} s limitou 0 a uspořádáme Q do posloupnosti {qn}. Pak vezmeme Gn =⋃
n B2−nεn(qn), což je otevřená množina obsahujı́cı́ Q a je tedy hustá. Jejı́ komplement Fn = R \ Gn je proto

uzavřená řı́dká množina. Mı́ra Gn je nejvýše
∑

2−nεn = εn. Označı́me A =
⋂

n Gn, B = R \ A =
⋃

n Fn.
Množina B je 1.kategorie, množina A má mı́ru lim εn = 0 a R = A ∪B.

Řešenı́ pı́semky

1. Ukažte, že pro F (x, y) = x2e1−y−y2ex−1 určuje rovnice F (x, y) = 0 v jistém okolı́ U×V bodu [1,1] jednoznačně
funkci f proměnné x splňujı́cı́ pro x ∈ U rovnice F (x, f(x)) = 0, f(1) = 1. Vypočtěte f ′(1).

F má všecny parciálnı́ derivace spojité, F (1, 1) = 0,

Fx = 2xe1−y − y2ex−1, Fy = −x2e1−y − 2yex−1 ⇒ Fx(1, 1) = 1, Fy(1, 1) = −3 ⇒ f ′(1) =
1

3

2. Nalezněte na R2 všechny lokálnı́ extrémy funkce f(x, y) = x4 + y4 − (x+ y)2.

grad f = (4x3 − 2(x+ y), 4y3 − 2(x+ y)) ⇒ x = y, x3 − x = 0 ⇒ x = 0,±1

fxx = 12x2 − 2, fxy = −2, fyy = 12y2 − 2 ⇒ K(0, 0) = −4hk,K(1, 1) = 10h2 − 4hk + 10k2

K(0, 0) = −4hk,K(1, 1) = 10h2 − 4hk + 10k2 = 10(h− 2k/10)2 + k2(1− 4/10),K(−1,−1) = K(1, 1) .

Funkce f má lokálnı́ minimum v bodech (1,1) a (-1,-1). Protože −4hk = −(h+ k)2 + (h− k)2, má f v (0,0) sedlo.



3. Nalezněte všechny lokálnı́ extrémy funkce x+ y − 1 na množině M = {(x, y) ∈ R2; 9(x2 + y2) = 2x2y2}.

Označı́me F (x, y, λ) = x+ y − 1 + λ(9(x2 + y2)− 2x2y2).

Pak gradF = (1 + λ(18x− 4xy2), 1 + λ(18y − 4x2y), 9(x2 + y2)− 2x2y2) = 0, ⇒ λ ̸= 0 (jinak 1 = 0). Vidı́me,
že bod (0, 0) ležı́ v M , ale nesplňuje prvnı́ rovnici gradF = 0, Odečtenı́m prvnı́ch dvou rovnic dostaneme

λ(x− y)(9 + 2xy) = 0 ⇒ x = y, x = − 9

2y

Dosazenı́m x = y ̸= 0 do M dostaneme body a1 = (3, 3), a2 = (−3,−3). Dosazenı́m rovnosti x = −9/(2y) do M
zjistı́me, že pro žádné y takový bod nenı́ v M . Z rovnic gradF = 0 zjistı́me λi pro body ai: λ1 = 1

54 , λ2 = − 1
54 .

fxx = λ(18− 4y2), fxy = −8λxy, fyy = λ(18− 4x2),

K(h, k)(a2) = −1

3
h2 − 4

3
hk − 1

3
k2 = −1

3

(
(h+ 2k)2 + k2),K(h, k)(a3) =

1

3

(
(h+ 2k)2 + k2)

Dostáváme lokálnı́ maximum v (3,3), lokálnı́ minimum v (-3,-3). Dá se zjistit, že daná funkce nemá na M globálnı́
extrémy.

4. Nechť (X, d) je úplný metrický prostor a e je metrika na X ekvivalentnı́ s d. Rozhodněte o platnosti následujı́cı́ch
tvrzenı́.

1. Je-li e ≥ d, je prostor (X, e) úplný.

2. Je-li e ≤ d, je prostor (X, e) úplný.

(a) Platı́: {xn} cauchyovská v e ⇒ cauchyovská v d ⇒ {xn} konverguje v d ⇒ {xn} konverguje v e.

(b) Neplatı́: d diskrétnı́ metrika na N, e(xn, xn+1) = 1/n má stejnou konvergenci jako d, e ≤ d, {1/n} cauchyovská
v e a nemá limitu.


