ReSeni piikladi ze cviceni 4.12.2025

Extrémy funkci vice proménnych
(Ve vsech prikladeck jsou podminky pro pouZiti pfislusnych vét splnény: spojité druhé derivace, hodnost Jacobiho
matice je maximalni.)

Lokdlni extrémy funkce f(z,y,2) = 22 +y?2 + 22 na M = {(z,y,2); 2% + v* + 2* + 2%9% + 2222 + 4222 = 1}.

2 N2

Celé zadani je nezdvislé na prtmutaci proménnych x, y, z i znamének+. Budeme tedy uvaZovat jen nezapornd ¢isla a
jednu z moZnosti pfi permutaci. Ozna¢ime F(z,y,2,\) = 22 + 3% + 22\ (a? + y* + 24 + 22y + 2222 + 222 - 1)
afeSime grad F' = 0 pro neznamé x, y, x, \. Po ipravé rovnic dostaneme

l.e=y=2=0:(0,0,0) ¢ M atedy (0,0,0,) neni kriticky bod.

=0# 2: (0,0,z) € M pro z = 1 a tieti rovnice ddvda A = —1/2. Dostdvame kriticky bod a; = (0,0, 1),

IS

2.
A
3.2 =0,y,z # 0: po vyd&leni druhé a tieti rovnice y, z o odedtent tfeti rovnice od druhé dostaneme \(y? — 22) = 0
atedy y = z (zfejm& \ # 0) a po dosazeni do M vyjde y = z = 1/+/3, Z druhé rovnice spoéitime A\ = —1/+/3.
Kriticky bod ay = (0,1/v/3,1/v/3), A = —1/4/3.

4. xyz # 0: Jak v piipadu 3 odecteme prvni zZ tieti rovnice od sebe a dostaneme © = y = z, dosazenim do M je
jejich hodnota 1/+/6 a pak A\ = —/6/4. Kriticky bod az = (1/v/6,1/v/6,1/v/6), A = —/6/4.

V bodech a; .az, az dostaneme postupné Hessovy matice

£,0,0 3,0,0 -2,—-1,—1
0,1,0 0,—% -2 -1,-2,-1
727 b b 37 Z ) ) )
0,0, —2 0,—%,-3 -1,-1,-2

Podle Sylvestrova kritéria je tieti matice negativné definitni a v bodé a3 je tedy lokdlni maximum. Prvni dvé matice
nejsou definitni a tedy nic nefdikaji o extrémech. Podivdme se na kvadratické formy K (h,k,l) v téchto bodech..
Nejdfive linedrni forma ziskand z vazebni podminky:

h(4x® + 2xy® + 22y?) + k(4y® + 2ya? + 2y2°) + 1(42° + 2202 + 2297) .

V bodech a;.as, as dostaneme postupné K (h, k, 1), linedrni formu (upravenou) a kvadratickou formu po dosazeni z
line4rni formy:
1 1 1 1
alK(h>kvl):§h2+§k2_2l27 41:07 K(h7k):§h2+§]€2

1 4 4 4 1 4
a2:K(h,k,l):gthngfgklfglz, E+1=0, K(h,k):ghtgk?

Zdavér: Funkce f na M nabyvd v ay lokdIni minimum, v bodé ag lokdlni maximum, v bodé as je sedlo.

Lokalni extrémy funkce f(z,y) = zyzna M = {(x,y,2);z +y+ 2z =5, zy + vz + yz = 8}.

Z prvni podminky miZeme vypocitat z a dosadit do druhé podminky a do f a tim sniZime pocet proménnych na dvé.
Kvili procviceni vSak budeme postupovat pomoci Lagrangeovy funkce:

F(z,y,z, \,u) =2yz+ Mae+y+2—5)+ plry + yz + 2z — 8).



Jeji gradient je roven
(yz + A+ ply+2),22 + A+ p(z+2),zy + A+ p(z +y), s +y+2 - 52y +yz + 22 — 8).

a je nulovy, pokud jsou splnény rovnosti (po vzdjemném odecteni prvnich tif sloZek)

(y—z)(z+p)=0, (y—2)(z+un) =0, (z—-2)(y+un) =0.

Resenim nemiize byt pifpad © = y = z (nesplnéni vazebnich podminek), takZe jedna ze zdvorek obsahujicich
musi byt nenulovd a tedy 2 slozky hledanych kritickych bodt musi byt stejné, tfeti rizni. ProtoZe zadani dlohy je
invariantni vzhledem k permutaci soufadnic, zvolime pfipad x = y # 2. To znamend, Ze = —x a A = xy Z rovnic
gradientu. Ostatni kritické body se dostanou permutaci. Dosazenim zvoleného piipadu do zbyvajicich dvou slozek
gradientu (do vazebnich podminek) dostaneme rovnice

20 +z2=25, 22 +222=8=0.
Z prvni rovnice sta¢f vypocitat z a dosadit do druhé. Dostaneme 322 — 10z — 8 = 0 s kofeny = 2,z = 4/3. Kritické

body (z,y, z, A, p) tedy jsou (2,2,1,4,—2),(4/3,4/3,7/3,16/9, —4/3). Hessova matice funkce F bez proménnych
A, it (postupné obecné, pro - = 2 a pro x = 4/3):

0 Z+p y+pu 0 -1 0 01 0
Z4 W 0 x4+upl, -1 0 0], 1 0 0
y+p THp 0 0 0 O 0 0 0

Posledni dvé matice nejsou definitni a nedaji ndm rozhodnuti o nabyvani extrému v ziskanych bodech. Pouzijeme
tedy linedrni formy z vazebnich podminek (pouZijeme formalné derivace):

dx+dy+dz=0, (y+z2)dx+(z+2)dy+(z+y)dz=0

Vypocitime dvé z proménnych dx, dz, dy pomoci tfeti. Musime dat pozor, protoZe pro aj, as nelze pocitat dx, dy
pomoci dz. Spocitdime dy, dz pomoci dx a dostaneme dy = —dx, dz = 0. Kvadratickd forma pro F je rovna
dx dy + dx dz+ dy dz a po dosazeni vypo&tenych dy, dz md tvar —(z + ) dx?. V bod& (2,2,1) je z+p = —1 a tedy
v tomto bodé ma f lokalni minimum, v bod¢ (4/3,4/3,7/3) je z + u = 1 a tedy f ma v tomto bod¢ lokdlni maximum.

Metrické prostory
(Druh4 a ¢tvrtd dloha byly zadany jako ulohy na pfemySleni a obé budou dokdzany na cviceni 15.12.)

Metricky prostor je totdlné omezeny, prdavé kdyz kaZdd jeho posloupnost md cauchyovskou podposloupnost.
Existence cauchyovské podposloupnosti v totdlné omezeném prostoru je obsaZeno v dikazu z pfednasky. Opacné,
pokud X neni totdln& omezeny, obsahuje nekone¢nou 7-sit pro n&jaké r > 0 a z ni nelze vybrat cauchyovskd posloup-
nost.

Je-li funkce f na kompaktnim prostoru neexpansivni, pak je f kontrakce.

Je-li metricky prostor (X, d) kompakmi a pro spojitou funkci f na X lIze pro kazdé kladné r nalézt x, € X, Ze
d(z,, f(x,) <1, pak f md pevny bod.

Existuje posloupnost {z,,} v X, Ze d(z,, f(z,)) < 1/n. Vybereme konvergentni podposloupnost {x, } k bodu x a
potom d(z, f(x)) = 0.

Z Bolzanovy véty o existenci nulové hodnoty funkce vyplyvd, Ze kazdd spojitd funkce f : [a,b] — [a,b] md pevny bod.

Nechi (X, d) je uplny prostor a f : X — X je surjekce a antikontrakce (existuje k > 1, Ze pro kazdé x,y € X plati
d(f(x), f(y)) = kd(x,y)). Pak f md jediny pevny bod.

Protoze d(z,y) > 0 pro « # y, je funkce f bijekce a jeji inverzni zobrazeni je kontrakce X — X a md tedy pevny
bod podle Banachovy véty. Ziejmé je = pevny bod zobrazeni f, pravé kdyZ je pevnym bodem zobrazeni f 1.



