
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ á.12.2025

Extrémy funkcı́ vı́ce proměnných
(Ve všech přı́kladeck jsou podmı́nky pro použitı́ přı́slušných vět splněny: spojité druhé derivace, hodnost Jacobiho
matice je maximálnı́.)

Lokálnı́ extrémy funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2f(x, y, z) = x2 + y2 + z2f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 na M = {(x, y, z);x4 + y4 + z4 + x2y2 + x2z2 + y2z2 = 1}.

Celé zadánı́ je nezávislé na prtmutaci proměnných x, y, z i znamének±. Budeme tedy uvažovat jen nezáporná čı́sla a
jednu z možnostı́ při permutaci. Označı́me F (x, y, z, λ) = x2 + y2 + z2λ(x4 + y4 + z4 + x2y2 + x2z2 + y2z2 − 1)
a řešı́me gradF = 0 pro neznámé x, y, x, λ. Po úpravě rovnic dostaneme

x(1 + λ(2x2 + y2 + z2)) = 0

y(1 + λ(x2 + 2y2 + z2)) = 0

z(1 + λ(x2 + y2 + 2z2)) = 0

x4 + y4 + z4 + x2y2 + x2z2 + y2z2.1 = 0

1. x = y = z = 0: (0, 0, 0) /∈ M a tedy (0, 0, 0, ) nenı́ kritický bod.

2. x = y = 0 ̸= z: (0, 0, z) ∈ M pro z = 1 a třetı́ rovnice dává λ = −1/2. Dostáváme kritický bod a1 = (0, 0, 1),
λ = −1/2.

3. x = 0, y, z ̸= 0: po vydělenı́ druhé a třetı́ rovnice y, z o odečtenı́ třetı́ rovnice od druhé dostaneme λ(y2 − z2) = 0
a tedy y = z (zřejmě λ ̸= 0) a po dosazenı́ do M vyjde y = z = 1/ 4
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4. xyz ̸= 0: Jak v přı́padu 3 odečteme prvnı́ zž třetı́ rovnice od sebe a dostaneme x = y = z, dosazenı́m do M je
jejich hodnota 1/ 4
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V bodech a1.a2, a3 dostaneme postupně Hessovy matice 1
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Podle Sylvestrova kritéria je třetı́ matice negativně definitnı́ a v bodě a3 je tedy lokálnı́ maximum. Prvnı́ dvě matice
nejsou definitnı́ a tedy nic neřáı́kajı́ o extrémech. Podı́váme se na kvadratické formy K(h, k, l) v těchto bodech..
Nejdřı́ve lineárnı́ forma zı́skaná z vazebnı́ podmı́nky:

h(4x3 + 2xy2 + 2xy2) + k(4y3 + 2yx2 + 2yz2) + l(4z3 + 2zx2 + 2zy2) .

V bodech a1.a2, a3 dostaneme postupně K(h, k, l), lineárnı́ formu (upravenou) a kvadratickou formu po dosazenı́ z
lineárnı́ formy:
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Závěr: Funkce f na M nabývá v a1 lokálnı́ minimum, v bodě a3 lokálnı́ maximum, v bodě a2 je sedlo.

Lokálnı́ extrémy funkce f(x, y) = xyzf(x, y) = xyzf(x, y) = xyz na M = {(x, y, z);x+ y + z = 5, xy + xz + yz = 8}.

Z prvnı́ podmı́nky můžeme vypočı́tat z a dosadit do druhé podmı́nky a do f a tı́m snı́žı́me počet proměnných na dvě.
Kvůli procvičenı́ však budeme postupovat pomocı́ Lagrangeovy funkce:

F (x, y, z, λ, µ) = xyz + λ(x+ y + z − 5) + µ(xy + yz + xz − 8) .



Jejı́ gradient je roven

(yz + λ+ µ(y + z), xz + λ+ µ(x+ z), xy + λ+ µ(x+ y), x+ y + z − 5, xy + yz + xz − 8) .

a je nulový, pokud jsou splněny rovnosti (po vzájemném odečtenı́ prvnı́ch třı́ složek)

(y − x)(z + µ) = 0 , (y − z)(x+ µ) = 0 , (x− z)(y + µ) = 0 .

Řešenı́m nemůže být přı́pad x = y = z (nesplněnı́ vazebnı́ch podmı́nek), takže jedna ze závorek obsahujı́cı́ch µ
musı́ být nenulová a tedy 2 složky hledaných kritických bodů musı́ být stejné, třetı́ různá. Protože zadánı́ úlohy je
invariantnı́ vzhledem k permutaci souřadnic, zvolı́me přı́pad x = y ̸= z. To znamená, že µ = −x a λ = xy z rovnic
gradientu. Ostatnı́ kritické body se dostanou permutacı́. Dosazenı́m zvoleného přı́padu do zbývajı́cı́ch dvou složek
gradientu (do vazebnı́ch podmı́nek) dostaneme rovnice

2x+ z = 5 , x2 + 2xz = 8 = 0 .

Z prvnı́ rovnice stačı́ vypočı́tat z a dosadit do druhé. Dostaneme 3x2−10x−8 = 0 s kořeny x = 2, x = 4/3. Kritické
body (x, y, z, λ, µ) tedy jsou (2, 2, 1, 4,−2), (4/3, 4/3, 7/3, 16/9,−4/3). Hessova matice funkce F bez proměnných
λ, µ (postupně obecně, pro x = 2 a pro x = 4/3): 0 z + µ y + µ
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Poslednı́ dvě matice nejsou definitnı́ a nedajı́ nám rozhodnutı́ o nabývánı́ extrémů v zı́skaných bodech. Použijeme
tedy lineárnı́ formy z vazebnı́ch podmı́nek (použijeme formálně derivace):

dx + dy + dz = 0 , (y + z) dx + (x+ z) dy + (x+ y) dz = 0

Vypočı́táme dvě z proměnných dx, dz, dy pomocı́ třetı́. Musı́me dát pozor, protože pro a1, a2 nelze počı́tat dx, dy
pomocı́ dz. Spočı́táme dy, dz pomocı́ dx a dostaneme dy = − dx, dz = 0. Kvadratická forma pro F je rovna
dx dy+ dxdz+ dy dz a po dosazenı́ vypočtených dy, dz má tvar −(z+µ) dx2. V bodě (2,2,1) je z+µ = −1 a tedy
v tomto bodě má f lokálnı́ minimum, v bodě (4/3,4/3,7/3) je z + µ = 1 a tedy f má v tomto bodě lokálnı́ maximum.

Metrické prostory
(Druhá a čtvrtá úloha byly zadány jako úlohy na přemýšlenı́ a obě budou dokázány na cvičenı́ 15.12.)

Metrický prostor je totálně omezený, právě když každá jeho posloupnost má cauchyovskou podposloupnost.
Existence cauchyovské podposloupnosti v totálně omezeném prostoru je obsaženo v důkazu z přednášky. Opačně,
pokud X nenı́ totálně omezený, obsahuje nekonečnou r-sı́ť pro nějaké r > 0 a z nı́ nelze vybrat cauchyovská posloup-
nost.

Je-li funkce f na kompaktnı́m prostoru neexpansivnı́, pak je f kontrakce.

Je-li metrický prostor (X, d) kompaktnı́ a pro spojitou funkci f na X lze pro každé kladné r nalézt xr ∈ X , že
d(xr, f(xr) < r, pak f má pevný bod.
Existuje posloupnost {xn} v X , že d(xn, f(xn)) < 1/n. Vybereme konvergentnı́ podposloupnost {xkn} k bodu x a
potom d(x, f(x)) = 0.

Z Bolzanovy věty o existenci nulové hodnoty funkce vyplývá, že každá spojitá funkce f : [a, b] → [a, b] má pevný bod.

Nechť (X, d) je úplný prostor a f : X → X je surjekce a antikontrakce (existuje k > 1, že pro každé x, y ∈ X platı́
d(f(x), f(y)) ≥ k d(x, y)). Pak f má jediný pevný bod.
Protože d(x, y) > 0 pro x ̸= y, je funkce f bijekce a jejı́ inverznı́ zobrazenı́ je kontrakce X → X a má tedy pevný
bod podle Banachovy věty. Zřejmě je x pevný bod zobrazenı́ f , právě když je pevným bodem zobrazenı́ f−1.


