ReSeni piikladi ze cviceni MA3, 29.9.2025

Najdéte v§echna maximalni feSeni ODR ¢’ = ky, k € R

1. Rovnice ¢ = ky,k € R, k # 0 md smysl na R x R.
Funkce f(z,y) = ky je spojitd na R x R, takZe kaZzdym bodem roviny prochdzi jediné feSeni.

Rovnice m4 staciondrni feSeni y = 0 na R.

S

Za predpokladu y # 0 dostaneme formaln{ integraci

d
/?y:/dx =logly| =kz+C,z €R,CER = |yl =eCef*,z € R,C €R

5. V posledni poloZce postupu feseni udélame diskuzi ziskanych funkci ¢(x) vzhledem k podminkdm z pfedchozich
polozek. Ziskali jsme vSechna feseni? Jsou nase feSeni maximalni?.

kx

V polozkdch 1-4 jsme 74dné podminky nedostali, mdme feSeni y = O na R a pro y # 0 mame |y| = e“e*®, z €
R,C eR.
Oznaéime O] = e, takze C; > 0. Je-liy > 0, mdme y = C1e**, je-liy < 0, mdme y = —C;e**. ProtoZze

vyfesend rovnost ma smysl i pro y = 0, mdme y = 0 = 0e**. KdyZ to ddme dohromady, dostaneme obecné fesen{
y = KeF* K € R naR. Tato feSeni jsou maximdlni a jind nejsou, protoZe kazdym bodem roviny prochdzi pravé
jedno feSeni). Pokud chcete jednoznaCnost ovéfit, stali zjistit, Ze pro kazdé (zo,y0) € R x R existuje jediné C
vyhovuijici rovnici g = CeF®°, coz je ziejmé.

Zdvér: rovnice y' = ky md na R obecné reseni y == Keb®, C € R. Zddnd jind
Feseni nemd, kazdym bodem roviny prochdzi jediné resent.

Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice ' = 2,/y

1. Rovnice md smysl na R x [0, 00).
2. Funkce f(x,y) = 2,/y je spojitina R x (0, 00), takZe kazdym bodem této mnoZiny prochdzi jediné fesent.
3. Rovnice mé staciondrni maximalni feSeni ¥y = 0 na R

4. Za ptredpokladu y # 0 dostaneme formdlni integraci

d
/%}fg:/dx = y=rv+C,z€(-C,0),C €R, takzey= (v +C)* z € (~C,0),C € R.

Kdybychom po vyrazu \/y = = + C zapomnéli dét interval pro x, dostali bychom feseni y = (z + C )2 a tato rovnost
plati na R. Klesajici ¢ast této paraboly vSak nemize byt feSenim (napf. ze zaddni rovnice plyne y’ > 0, takze feSeni
nemuze byt nikde klesajici).

Vidime, Ze feseni y = 0 je singuldrni a nedostaneme ho ze ziskaného obecného feseni pro zadné C.

Reseni y = (z + C)? nenf feSenim na celém R, kde md rovnice smysl. D4 se prodlouzit doleva za bod x = —C?
Prodlouzit to nelze, pokud m4 feSeni v daném bodé€ nevlastni limitu. To v naSem pifipadé neni a feSeni ma v bodé
x = —C zprava limitu rovnou 0. Mdme jediné fesent, které ma v x = —C zleva limitu O a to je feSeni y = 0. Podle

véty o lepeni z pfednésky lze tedy feSeni y = (x + C') na (—C, 00) a feSeni y = 0 na (—oo, —C) v bodé z = —C'
slepit a dostaneme maximalni feSeni rovnice.



Zdveér: rovnice y' = 2./y md za vSechna maximdlni Fesent funkci y = 0 a
Sfunkce tvaru (pro C' € R)

0prox € (—o0,—C)
(x4 C)?prox € [-C, +x)

Vsemi body (z0,0), prochdzi nekonecné mnoho Feseni, body (xo,yo),yo > 0,
prochdzi jediné reseni. Jind reseni nejsou.

Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice y'(z + 1) + zy =0

1. Rovnice m4 smysl na R x R.

z+1

2. Funkee f(x,y) = = je spojitd na intervalech (—oo, —1) x Ra (—1,00) x R, takZe kazdym bodem intervald
prochazi jediné feseni.

3. Rovnice ma4 stacionarni maximalni feSeni y = 0 na R.

4. Proy # 0 ax # —1 dostavame formalnim vyfeSenim

d
—y:—/ ildx:> logly| = —z+loglz+1|+C = |y| =ee |z +1| = Cre *|x+1],C1 > 0.
y T

Pokud maji y a z + 1 stejné znaménko, miZeme absolutni hodnoty odstranit. Pro riznd znaménka téchto ¢isel dime
pred konstantu C zdporné znaménko a opét mizeme absolutni hodnoty odstranit. Mizeme tedy odstranit absolutni
hodnoty s tim, Ze C je libovolnd nenulova konstanta. Ale y = 0 je také feSeni dané rovnice a to nim dé konstanta
Cy = 0. Dostali jsme tedy obecné feSeni y = C'(z + 1)e *,C € R.

Dostali v§echna feSent, jejichZ existence vyplyvd z existencni véty (miZeme i ovéfit, pro jaké dvojice (xq, yo) existuje
C tak, Ze yo = C(xp + 1)e*0.

N&§ postup vyluCoval hodnotu & = —1 a dostali jsme FeSeni na intervalech (—oo, —1), (—1, 00). Uvedené feSeni je
ale definované i v bodé -1 a ma v tomto bod¢€ derivaci. Ze spojitosti vyplyva (nebo vypoctem nebo pouZitim véty o
lepeni), Ze nas vysledek je feSenim na celém R.

Zavér: rovnice y' (x+1)+xy = 0 md na R obecné Feseniy = C(z+1)e™*,C € R
Zddnd jind FeSeni nemd. Bodem (—1,0) prochdzi nekonecné mnoho Feseni, body

s Nz

(—=1,90),y0 # O, neprochdzi Zddné Feseni, ostatnimi body prochdzi jediné FeSeni.




