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1. (5 bodi) Pro z € (—3, 1) uvazujte funkci

arcsin (x + —amtanfrlz””)>
J(x) = arcsin(1/4)

Ukazte, ze interval (—1/2,1/2) je soucasti defini¢niho oboru a spoc¢téte limity v krajnich
bodech. Spoctéte f'(z) pro z € (—1/2,1/2) a ukazte, Ze f ma na intervalu (po dodefi-
novani limitami v krajnich bodech) [—1/2,1/2] inverzi f~!. Spoctéte (f~1)(1).

2. (5 bodi) Naleznéte funkeci F': R — R, které je licha a spliuje

F'(z) = |sinz|? cos® z + 2% arctan z.



ReSeni

1:Nejdrive je vidét, ze funkce neni definovana pro z = 1/2 a funkce arcsin je definovanaé
na intervalu [—1, 1], potfebujeme tedy ovérit, kdy

arctan (——

m
Navic vime, ze funkce arctan ma obor hodnot (—7/2,7/2) a tedy plati

1

arctan ( 172‘%)

r—1/2<x+ <z+1/2

a proto jevidet, ze [ro x € (—1/2,1/2) plati i (1). V bode z = —1/2 se limita spocita lehce,
nebot jsou vsechny funkce dobre definovane a tedy

arcsin (—% + —arCta:(2)>
lim f(z) =

o—1/24 arcsin(1/4)

Pro limitu zleva v = 1/2 pouzijeme spojitost arcsin a vetu o limite slozene funkce

aresin (hmw_}m (x i WFM)) arcsin 1
1. = =
xj%llm_ /(@) arcsin(1/4) arcsin(1/4)

Nyni spo¢teme derivaci na intervalu (—1/2,1/2). Pouzijeme véty o derivaci sou¢tu, soucinu,
a slozené funkce:

<arcsjn <CL‘ + amamfr—11%>>>/ (x n arctanfrllh))/
fl@):= =

arcsin(1/4) wesin(1/4) \/1 . (x . w) 2

2
1+ (1—2x)2 )
”<1+(132z)2) . L+ m((1—22)2+1)

a1 (1)) a1 (o )

Derivace je na celém intervalu kladna, funkce je tedy rostouci a mé inverzi. Navic, vidime, Ze

f0) =1, f0)= ﬂarcig(—li_/il))\/ﬁ

a tedy ihned odvodime

“1vgqy 1 1 _7rarcsin(1/4)\/ﬁ
VW= 57m " 7o~ D)

2: Nejdrive si nalezneme primitivni funkce

Gi(z) == /sin3x0082x dx, Go(z) == /xarctanx dx.



Pro prvni cast pouzijeme prvni vetu o substituci

/sin3x6082 rdr=— /(1 — cos® ) cos’ x - (—sinz) dr ymeosmdyZ s dr /(1 — )t dy

cos®*(z)  cos®(z)
3 * 5

vy
3 5
Na druhou cast pouzijeme integraci per partes:*

/ 2% arctan x dx = v arctan x / ! dr = a arctan x / z 1 + 1 dz
o A( B 14«

1+ 22) 4 14 22)
x4acta 3+x arctan
= arctanz — — + - — ———~
12 4 4

Nyni se vratime k vypoctu F'. Rozdelime R na intervaly, kde je sin kladny a zaporny a pote
vidime, ze

) = {Gi(x) L GL(z) e [2km (2k+ D)), keZ

—Gi(2)+Gy(z) ze[k+1)m 2k +2)7). keZ
coz muzeme jednodusseji zapsat jako
F'(z) = (-1)"G(x) + G4(x) x € [mm,(m+ 1)w), m € Z.

Protoze se derivace rovnaji, muzeme tedy pouzit vypocet pro G; a G5 a na kazdem intervalu
tak mame

cos’(z)  cos’(w) zt 3 x arctanzw
12 4 4

F(l’):(—l)m( 5 3 +parctans — o + ———+Cy x€[mm, (m+1)7),

kde zbyva urcit uz jen hodnoty C,,. Tyto konstanty urcime tak, aby funkce F' byla spojita
na R. Potrebujeme tedy, aby pro kazde m € Z platilo lim,_pmr, F(z) = lim, . F(z), coz
znamena

1 1+(m7r)4 (mm)®  (mm)  arctan(mm)

c 3 1 arctan(mm) — TR 1 + O
cos’(x)  cos’(z) x? r arctanz
= I -1 — — _—t
x_}lrrgu( ) ( E 3 )—i— 5 arctans — o 5 + Ch,
= lim F(x)= lim F(x)
T—mm4 T—mm_
_ _, [cos®(z)  cosP(x x? r  arctanx
:xilﬂrgr_(—l)m 1( 5( ) _ 3< )> +?arctanx—§—|—T Cm-1
1 1 (mm)?! mm)®  (mm)  arctan(mm
= + 3 + ( 4) arctan(mm) — ( 12> + ( 1 ) _ 4( ) + Cr—1
a vidime nutne, ze C,, = C,,_1 + % — % Konecne zvolime Cj tak, aby F' byla licha funkce, a
tedy tak, aby F'(0) = 0, coz nakonec vede k Cy = % — % a vysledne pro x € [mm, (m + 1)7)
cos’(z)  cosd(z) xt 3  x arctanz 2m+1 2m+1
F(z) = (—=1)™ - T arctanz — — + 2 -
(@) =(=1) < 5 3 )+4arcan“ 271 1 +( 3 5 )

u' =23, u=a"/4
1
1+ a2

v =arctanz, v =



