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Kazdy krok

musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-

pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 6 8 20

Ziskané body

1. (i)

Formulujte vétu o implicitnich funkcich pro F : R™*t4¢ — R™ (o existenci

a diferencovatelnosti implicitné zadané funkce). [2b]. (Bonusové dva body muzete
ziskat za dukaz véty.)

(ii) Uvedte a dokazte nutnou podminku existence potencidlu vektorového pole

F:

Q CR? — R? kde Q je oteviend mnozina. [2b]

(iii) Uved'te tvrzeni o jednoznacnosti potencidlu a jeho dukaz. [2b]

(i)

ResSeni:

Véta o implicitni funkci: Necht Uy ¢ R? a 1, € R™ jsou oteviené mnoziny a
F: Vo x Uy — R™ je funkce t¥idy C!. Necht (ug,zo) € Vo x Uy je takovy bod, ze

F(ug,z0) =0,
a Jacobiho matice v bodé (ug,xg) je reguldrni, tj.
OF; "
det J(0,0) := det | =— (uo, zo) # 0.
Ou; Q=1

Pak existuje oteviend mnozina U C Uy takové, ze xg € U a existuje jednoznaéné
definovand funkce u € (C*(U))™ takové, ze pro kazdé = € U

F(u(z),z) =0, a u(zg) = uo.

Dikaz: Pro jednoduchost predpoklddejme, ze (ug,z) = (0,0). Z predpokladi
plyne, 7e existuje matice I'(0,0) € R™*™ takova, ze J~1(0,0) = I'(0,0). Pro kazdé
x € Uy definujeme zobrazeni T, : Vj — R™ pfedpisem

T,(u) :=u—T(0,0)F(u,x)

Chceme ukazat, ze zobrazeni T, m4a jedinny pevny bod na okoli nuly. PouzZijeme
variantu Banachovu véty, kterd predpoklada ndsledujict: existuje § > 0 a g € (0,1)
takové, ze pro kazdé x € Bs;(0) C R? a uy,us € Bs(0) C R™ plati

a) |Ty(ur) — To(ug)|rm < qlur — uglrm

8) ITa(0)]n < 8(1 - ).
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(iii)

Ovérime «), )

[Ty (u1) — To(ug)|rm = |ur —T(0,0)F(uy, x) — ug + T(0,0)F (ug, z)|rm
= [I'(0,0)(T(0,0)(u1 — uz) — (F(uy,x) — F(uz, x)))

‘ ( —uz) — ‘;—z(x,u*)(ul - u2)>

OF )
5 (0.0) = 5 (au”)

R™

Rm™

|u1 - u2|R7n

<o

kde u* = Auj+(1—A)ug pro néjaké A € (0, 1) (pouzili jsme vétu o stiedni hodnoté).
Druhé nerovnost je

T2 (0)[gm = [L(0,0)F(0, )[zm = [L'(0,0)(F(0,2) — F(0,2))|gm < Clz|pa.

Diky tomu, ze F je spojité diferencovatelnd, je z prvni nerovnsosti vidét, ze existuje
do > 0 tak, ze pro na Bj, X Bs,(0) plati ) pro n&jaké ¢ € (0,1). Nakonec, z druhé
nerovnosti vidime, ze muzeme volit 6 < §p tak, ze 8) plati. A tedy T, m& prave
jeden pevny bod a tedy existuje u(z) definované na Bs(0) tak, ze F(u(x),x) = 0.
Oveérime jesté diferencovtelnost. Opét pomoci véty o stredni hodnoté mame

OF

0 = F(u(z+te;), z+te;)—F(u(z),z) = M —(x", u") (u(z+te;) —u(z ))+aa§;(z u*)t,

kde (z*,u*) je bod v okolf (x,u(x)). Vydélenim ¢ a spoctenim lim;_,¢ ziskdme 0, u.

Nutni podminka: Necht Q C R¢ je oteviend mnozina, pokud mad F € C!'(Q)?
potencial, potom pro kazdé 7,57 = 1,...,d a kazdy bod x € Q plati
837j N 8.%‘1 ’

Diikaz: Piedpoklidejme, Ze F mé potencidl, tj. exituje ¢ : Q — R? takové, ze
F(z) = Vo(z).
Protoze ¢ € C?, plati ziménnost druhych derivaci a tedy

- () - () -5

Pokud ¢, 9 : Q — R? jsou potencialy téhoz vektorového pole F na oteviené souvislé
mnoziné €2, tj.

Vp(z) = Vip(z) = F(z),
pak existuje konstanta C' tak, ze p(z) = ¥(z) + C pro kazdé = € Q.
Diikaz: Thned je vidét, ze V(e — 1) = 0. Protoze Q je souvisld, plati ¢ — ¢ je
konstantni a dikaz je hotov.
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2. 1. Zadefinujte pojem homogenni skaldrni linedrni obycejna diferencialni rovnice

n-tého fadu se spojitymi redlnymi koeficienty na intervalu I C R. [1b]

2. Pro tuto rovnici formulujte poc¢atecni tlohu. [1b]

3. Definujte pojem maximalni feSeni této dlohy. [1b]

4. Co lze Fici o existenci a jednoznaénosti maximalniho feseni této po¢ateéni ilohy? Uved'te
vztah maximélniho intervalu existence feSeni k intervalu I ze zadani 1). [1b]

5. Zformulujte Picard-Lindel6fovu vétu. [1b)

6. Zformulujte Peanovu vétu. [1Db]

7. Bonusovd otdzka: Uvedte hlavni myslenky dikazu pro tvrzeni o homogenni skaldrni
linedrni obycejné diferencidlni rovnici n-tého Tddu se spojitymi redlnymi koeficienty z
bodu 1). [3b]

Reseni:
1. Obecna linedarni homogenni ODR, n-tého fadu:
Y™t + an—1 0y () 4+ a1y (8) + ao(t)y(t) =0, tel,

kde a; : I — R jsou spojité funkce a I je interval.

2. Poéatecn{ iloha: Bud yo, y1,---,Yn_1 € R zadané pocatecni hodnoty a tg € J C I,
kde J je interval. Najdéte funkei y : J — R, ktera spliuje

Yy () + an1 (y" () + -+ ao(ty(t) =0, ted,
y(to) =vo, ¥'(to) =y1, .., ¥y (to) =yn-1.
3. Maximalni feSeni pocatecni ilohy:
Reéery’ y : J — R je maximdlni, pokud neexistuje jiné fesen{ § : J — R, kde
J C J a g spliiuje stejnou pocdteéni tlohu a navic g|; = y.

Maximalni interval J je otevieny interval obsahujici ¢y, na kterém je feSeni defi-
novano a nelze ho dale prodlouzit.

4. Existence, jednoznacnost, hladkost a maximalni interval:

e Pro kazdou pocatec¢ni ulohu existuje jediné maximalni feSeni definované
na maximalnim intervalu J.

e Pokud koeficienty ay, ..., a,—1 € C*, potom Feseni y € CF+7.
e Plati J =1.

5. Picard—Lindel6fova véta:
Necht f : Uy x Vy — R"* kde Uy C R a Vy C R" jsou oteviené mnoziny,

(z0,¥0) € Up x Vp a funkce f = (f1,..., fn) splituje ndsledujici podminky na
néjakém otevieném okoli U x V' C Uy x V bodu (xg,yo):

(i) Spojitost: Funkce f(x,y) je spojita.
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(ii) Lipschitzova spojitost: Existuje konstanta L > 0, takovd ze
1£(z, y1) — £(z, y2)[[rr < Llly1 — 2/l
Pak existuje § > 0, takové ze pocdtecni tiloha
y'(z) = f(z,y(2)),
y(z0) = Yo,
mé pravé jedno feseni y : [xg — J, 29 + 6] — R™.
6. Peanova véta:
Necht f : Uy x Vo — R"*, kde Uy C R a Vy C R" jsou oteviené mnoziny,

(z0,¥0) € Uy x Vp a funkce £ = (f1,..., fn) spliuje nédsledujici podminku na
néjakém otevieném okoli U x V' C Uy x Vj bodu (xg,yo):

(i) Spojitost: Funkce f(x,y) je spojitd.

Pak existuje § > 0, takové ze pocdtecni tiloha
y'(z) = f(z,y(2)),
y(z0) = Yo,

m4 alesponi jedno FeSeni y : [zg — 0, zg + 0] — R™.

7. Hlavni myslenky dukazu:
KROK 1: Prevod na soustavu rovnic prvniho radu. Zavedeme vektorové

funkce
y(t)
y'(t)
X<t) = . )
y" ()
prevedeme rovnici na soustavu
x'(t) = A(t)x(t), (1)
kde
0 1 0 0
0 0 1 0
A(t) = : : : " :
0 0 0 e 1
—ap(t) —ar(t) —as(t) -+ —an-1(t)

Pocateéni podminky jsou

X(to) =X = (yOa Y- 7yn71)T~

KROK 2: Lokéalni existence a jednoznaénost. Soustava (1) obecné zapadd
do problému

x' = f(t,l‘),
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kde f je spojitd vyhledem k t (koeficienty a; jsou spojité), a f je Lipschitzovskd
vzhledem k y (diky linearité). Dle Picard-Lidelofovy véty tedy existuje jednoznaéné
feSeni x v okoli ty. Hladkost feSeni piimo ¢teme z rovnice a predpokladu na a;.

KROK 3: Nalepeni feSeni a maximalni interval. Chceme ukézat, ze pokud
J = (a,b) je maximdlni interval, pak J = I, nebo-li, ze feSeni nemuze byt prod-
louzeno. Predpoklddejme spor a navic pfedpokladejme, ze lim;_,;,_ x(t) =: y; exis-
tuje vlastni. Potom ale muzeme na okoli bodu b zopakovat cely postup s poc¢ateéni
podminkou y; a diky jednoznac¢nosti ziskdme prodlouzené feseni, coz je spor. Zbyva
tedy ukdzat existenci vlastni llimity. Uvazujeme tedy pfipad [a,b] C I.

KROK 4: Omezenost feSeni.. Ukdazeme, ze feSeni i jedho derivace jsou omezené
na [a,b]. Vynasobime (1) skaldrné s x
1d
2 dt

2

I(®)llfn = x'(2) - x(t) = A(t)x(t) - x(t) < Clx(t)l|n-

€t vede k nerovnsoti

4
dt

Nasobeni e~
(e 2"Ix(t)[|zn) <0,
a tedy po integraci

%) |7 < € |x(0)[[7n < K,

coz implikuje omezenost fesenf. Navic ihned z (1) dostaneme, Ze
I ()1 < K

pro véechny ¢ € (a,b).
KROK 5: Existence limity.

Protoze x je omezend, existuje posloupnost ¢, b a existuje X € mathbbR"
takové, ze
lim x(t;) = X.

n— oo

Ukdzeme, ze i lim;—,,_ x(t) = X a tim bude dukaz hotov. Ale diky trojihelnikové
nerovnosti a vété o stfedni hodnoté a diky omezenosti derivaci mame

x(t) = X| < [x(t) = x(te)| + x(tx) = X| < [x (T[]t = te] + [x(tr) — X].

Nyni, druhy ¢len je maly pifmo z konstrukce a prvni diky tomu, Ze ¢ i ¢ budou
konvergovat k b.

8. Vztah intervalu J a I: Uz bylo ukazano vyse, ze J = I.
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[8] 3. Necht M c R%.

1. Definujte ndsledujici pojmy: [3b]
e vnitiek mnoziny M, tj. M°,
e hranice mnoziny M, tj. OM,
e uzavér mnoziny M, tj. M.
2. Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujicich tvrzeni. Bud je dokaZte nebo najdéte pro-
tiptiklad.

(a) OM je uzavienda == M = M. [1b]

(b) (M\ M°=M\M) = (M ={nebo M =R%). [2b]
() (M =0 nebo M =R?) = (M\M°=M\M).[lb]
(d) M\ M° =0M. [1b)

(e) Bonusovd otdzka: M = M = OM je uzaviend. [3b]

Reseni:

1. Definice:

e M? je definovana jako mnozina vSech vnitinich bodu x € M, tj. bodu x € M,
pro které existuje oteviend okoli U takovd, ze U(z) C M.

e OM je definovana jako mnozina véech hraniénich bodii z, kde € R? se
nazyvé hrani¢n{ bod M pokud plat{: Pro kazdé okoli U(z) méme U (z)NM # ()
a U(z)N(RE\ M) # 0.

e M:=MUOM.
2. Implikace:

(a) Nepravda: Napt. M = (0,1). Pak OM = {0,1} je uzaviena, ale M = [0, 1] #
(0,1) = M.

(b) Pravda: Nejdifve ukazeme, ze pokud plati M \ M° = M \ M, potom M \
Me° = (). Pfedpokladejme pro spor, Ze jde o neprazdnou mnozinu, potom musi
existovat « € R¢ takové, ze

(z€M)A(x ¢ M)A (z € M)A (z ¢ M).

Vyraz (x € M)A(z ¢ M) je vSak nepravdivy a tedy takové  nemuze existovat
atedy M\ M° = M\ M =0, coz implikuje, ze M = M° a M = M a tedy,
7e M je oteviend i uzaviend. Takové mnoziny jsou vSak jenom dvé a to 0 a
R,

(c) Pravda: V obou piipadech jsou vSechny tfi mnoziny (vnitiek, uzéver, sa-
motnd mnozina) stejné, rozdily jsou prazdné.

(d) Nepravda: Napi. M = (0,1). Pak M \ M° = 0, ale 9M = {0,1}. Takze
uzaveér levé strany je prazdny, prava ne.
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(e) Pravda: Dokédzeme mnohem silngjsi tvrzeni a to, ze M je uzaviend vzdy.
7 definice uzavienosti potiebujeme tedy ukdzat, ze R% \ OM je oteviend
mnozina, tzn. chceme ukézat, ze pro kazdé x € R?\ OM existuje oteviené
okoli U(x) C R4\ OM.

Bud z € R?\ OM. Z definice hranice plyne, Ze existuje oteviené okoli U(z),
které nespliuje jednu ze dvou podminek definice hranice. Tedy plati bud’:
e Bud U(z)NM =0, tj. U(z) SR\ M,
e nebo U(x) N (RI\ M) =0, tj. U(z) C M.
V obou pifpadech tedy okoli U(z) lezi bud celé v M, nebo celé v R\ M.
Ukédzeme, ze takové okoli U(z) nemuze obsahovat zddny bod z hranice OM.
e Pokud U(z) C M, pak zadny bod y € U(z) nemize lezet v OM, protoze
jeho néjaké okoli Uy (y) C U(z) a tedy méa prazdny prinik s R?\ M, ¢imz
porusuje definici hranice.
e Pokud U(z) € R%\ M, pak analogicky zadny bod y € U(z) nemuze lezet
v OM, protoze jeho okoli bude mit prazdny prunik s M.

Tedy dostavame
U(x)NoM =0

a proto je R?\ OM oteviena mnozina.




