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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 6 6 8 20

Źıskané body

1.[6] (i) Formulujte větu o implicitńıch funkćıch pro F : Rm+d → Rm (o existenci
a diferencovatelnosti implicitně zadané funkce). [2b]. (Bonusové dva body m̊užete
źıskat za d̊ukaz věty.)

(ii) Uved’te a dokažte nutnou podmı́nku existence potenciálu vektorového pole
F : Ω ⊆ Rd → Rd, kde Ω je otevřená množina. [2b]

(iii) Uved’te tvrzeńı o jednoznačnosti potenciálu a jeho d̊ukaz. [2b]

Řešeńı:

(i) Věta o implicitńı funkci: Necht’ U0 ⊂ Rd a V0 ⊂ Rm jsou otevřené množiny a
F : V0 × U0 → Rm je funkce tř́ıdy C1. Necht’ (u0, x0) ∈ V0 × U0 je takový bod, že

F(u0, x0) = 0,

a Jacobiho matice v bodě (u0, x0) je regulárńı, tj.

det J(0, 0) := det

(
∂Fi

∂uj
(u0, x0)

)m

i,j=1

̸= 0.

Pak existuje otevřená množina U ⊆ U0 taková, že x0 ∈ U a existuje jednoznačně
definovaná funkce u ∈ (C1(U))m taková, že pro každé x ∈ U

F(u(x), x) = 0, a u(x0) = u0.

Důkaz: Pro jednoduchost předpokládejme, že (u0, x0) = (0, 0). Z předpoklad̊u
plyne, že existuje matice Γ(0, 0) ∈ Rm×m taková, že J−1(0, 0) = Γ(0, 0). Pro každé
x ∈ U0 definujeme zobrazeńı Tx : V0 → Rm předpisem

Tx(u) := u− Γ(0, 0)F(u, x)

Chceme ukázat, že zobrazeńı Tx má jedinný pevný bod na okoĺı nuly. Použijeme
variantu Banachovu věty, která předpokládá následuj́ıćı: existuje δ > 0 a q ∈ (0, 1)
takové, že pro každé x ∈ Bδ(0) ⊂ Rd a u1, u2 ∈ Bδ(0) ⊂ Rm plat́ı

α) |Tx(u1)−Tx(u2)|Rm ≤ q|u1 − u2|Rm

β) |Tx(0)|Rm ≤ δ(1− q).
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Ověř́ıme α), β)

|Tx(u1)−Tx(u2)|Rm = |u1 − Γ(0, 0)F(u1, x)− u2 + Γ(0, 0)F(u2, x)|Rm

=
∣∣Γ(0, 0)(Γ−1(0, 0)(u1 − u2)− (F(u1, x)− F(u2, x)))

∣∣
Rm

=

∣∣∣∣Γ(0, 0)(∂F∂u (0, 0)(u1 − u2)−
∂F

∂u
(x, u∗)(u1 − u2)

)∣∣∣∣
Rm

≤ C

∥∥∥∥∂F∂u (0, 0)− ∂F

∂u
(x, u∗)

∥∥∥∥ |u1 − u2|Rm

kde u∗ = λu1+(1−λ)u2 pro nějaké λ ∈ (0, 1) (použili jsme větu o středńı hodnotě).
Druhá nerovnost je

|Tx(0)|Rm = |Γ(0, 0)F(0, x)|Rm = |Γ(0, 0)(F(0, x)− F(0, x))|Rm ≤ C|x|Rd .

Dı́ky tomu, že F je spojitě diferencovatelná, je z prvńı nerovnsosti vidět, že existuje
δ0 > 0 tak, že pro na Bδ0 ×Bδ0(0) plat́ı α) pro nějaké q ∈ (0, 1). Nakonec, z druhé
nerovnosti vid́ıme, že můžeme volit δ ≤ δ0 tak, že β) plat́ı. A tedy Tx má právě
jeden pevný bod a tedy existuje u(x) definované na Bδ(0) tak, že F(u(x), x) = 0.

Ověř́ıme ještě diferencovtelnost. Opět pomoćı věty o středńı hodnotě máme

0 = F(u(x+tej), x+tej)−F(u(x), x) =
∂F

∂u
(x∗, u∗)(u(x+tej)−u(x))+

∂F

∂xj
(x∗, u∗)t,

kde (x∗, u∗) je bod v okoĺı (x, u(x)). Vyděleńım t a spočteńım limt→0 źıskáme ∂xj
u.

(ii) Nutná podmı́nka: Necht’ Ω ⊆ Rd je otevřená množina, pokud má F ∈ C1(Ω)d

potenciál, potom pro každé i, j = 1, . . . , d a každý bod x ∈ Ω plat́ı

∂Fi(x)

∂xj
=
∂Fj(x)

∂xi
.

Důkaz: Předpokládejme, že F má potenciál, tj. exituje φ : Ω → Rd takové, že

F(x) = ∇φ(x).

Protože φ ∈ C2, plat́ı źıměnnost druhých derivaćı a tedy

∂Fi(x)

∂xj
=

∂

∂xj

(
∂φ(x)

∂xi

)
=

∂

∂xi

(
∂φ(x)

∂xj

)
=
∂Fj(x)

∂xi
.

(iii) Pokud φ,ψ : Ω → Rd jsou potenciály téhož vektorového pole F na otevřené souvislé
množině Ω, tj.

∇φ(x) = ∇ψ(x) = F(x),

pak existuje konstanta C tak, že φ(x) = ψ(x) + C pro každé x ∈ Ω.

Důkaz: Ihned je vidět, že ∇(φ − ψ) = 0. Protože Ω je souvislá, plat́ı φ − ψ je
konstantńı a d̊ukaz je hotov.
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2.[6] 1. Zadefinujte pojem homogenńı skalárńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice
n-tého řádu se spojitými reálnými koeficienty na intervalu I ⊆ R. [1b]

2. Pro tuto rovnici formulujte počátečńı úlohu. [1b]

3. Definujte pojem maximálńı řešeńı této úlohy. [1b]

4. Co lze ř́ıci o existenci a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı této počátečńı úlohy? Uved’te
vztah maximálńıho intervalu existence řešeńı k intervalu I ze zadáńı 1). [1b]

5. Zformulujte Picard–Lindelöfovu větu. [1b]

6. Zformulujte Peanovu větu. [1b]

7. Bonusová otázka: Uved’te hlavńı myšlenky d̊ukazu pro tvrzeńı o homogenńı skalárńı
lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnici n-tého řádu se spojitými reálnými koeficienty z
bodu 1). [3b]

Řešeńı:

1. Obecná lineárńı homogenńı ODR n-tého řádu:

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a1(t)y

′(t) + a0(t)y(t) = 0, t ∈ I,

kde aj : I → R jsou spojité funkce a I je interval.

2. Počátečńı úloha: Bud’ y0, y1, . . . , yn−1 ∈ R zadané počátečńı hodnoty a t0 ∈ J ⊂ I,
kde J je interval. Najděte funkci y : J → R, která splňuje

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a0(t)y(t) = 0, t ∈ J,

y(t0) = y0, y′(t0) = y1, . . . , y(n−1)(t0) = yn−1.

3. Maximálńı řešeńı počátečńı úlohy:

Řešeńı y : J → R je maximálńı, pokud neexistuje jiné řešeńı ỹ : J̃ → R, kde
J ⊊ J̃ a ỹ splňuje stejnou počátečńı úlohu a nav́ıc ỹ|J = y.

Maximálńı interval J je otevřený interval obsahuj́ıćı t0, na kterém je řešeńı defi-
nováno a nelze ho dále prodloužit.

4. Existence, jednoznačnost, hladkost a maximálńı interval:

• Pro každou počátečńı úlohu existuje jediné maximálńı řešeńı definované
na maximálńım intervalu J .

• Pokud koeficienty a0, . . . , an−1 ∈ Ck, potom řešeńı y ∈ Ck+n.

• Plat́ı J = I.

5. Picard–Lindelöfova věta:

Necht’ f : U0 × V0 → Rn, kde U0 ⊂ R a V0 ⊂ Rn jsou otevřené množiny,
(x0,y0) ∈ U0 × V0 a funkce f = (f1, . . . , fn) splňuje následuj́ıćı podmı́nky na
nějakém otevřeném okoĺı U × V ⊂ U0 × V0 bodu (x0,y0):

(i) Spojitost: Funkce f(x,y) je spojitá.
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(ii) Lipschitzová spojitost: Existuje konstanta L > 0, taková že

∥f(x,y1)− f(x,y2)∥Rn ≤ L∥y1 − y2∥Rn .

Pak existuje δ > 0, takové že počátečńı úloha

y′(x) = f(x,y(x)),

y(x0) = y0,

má právě jedno řešeńı y : [x0 − δ, x0 + δ] → Rn.

6. Peanova věta:

Necht’ f : U0 × V0 → Rn, kde U0 ⊂ R a V0 ⊂ Rn jsou otevřené množiny,
(x0,y0) ∈ U0 × V0 a funkce f = (f1, . . . , fn) splňuje následuj́ıćı podmı́nku na
nějakém otevřeném okoĺı U × V ⊂ U0 × V0 bodu (x0,y0):

(i) Spojitost: Funkce f(x,y) je spojitá.

Pak existuje δ > 0, takové že počátečńı úloha

y′(x) = f(x,y(x)),

y(x0) = y0,

má alespoň jedno řešeńı y : [x0 − δ, x0 + δ] → Rn.

7. Hlavńı myšlenky d̊ukazu:
KROK 1: Převod na soustavu rovnic prvńıho řádu. Zavedeme vektorové
funkce

x(t) =


y(t)
y′(t)
...

y(n−1)(t)

 ,

převedeme rovnici na soustavu

x′(t) = A(t)x(t), (1)

kde

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−a0(t) −a1(t) −a2(t) · · · −an−1(t)

 .

Počátečńı podmı́nky jsou

x(t0) = x0 = (y0, y1, . . . , yn−1)
T .

KROK 2: Lokálńı existence a jednoznačnost. Soustava (1) obecně zapadá
do problému

x′ = f(t, x),
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kde f je spojitá vyhledem k t (koeficienty ai jsou spojité), a f je Lipschitzovská
vzhledem k y (d́ıky linearitě). Dle Picard–Lidelöfovy věty tedy existuje jednoznačné
řešeńı x v okoĺı t0. Hladkost řešeńı př́ımo čteme z rovnice a předpoklad̊u na ai.

KROK 3: Nalepeńı řešeńı a maximálńı interval. Chceme ukázat, že pokud
J = (a, b) je maximálńı interval, pak J = I, nebo-li, že řešeńı nemůže být prod-
louženo. Předpokládejme spor a nav́ıc předpokládejme, že limt→b− x(t) =: yb exis-
tuje vlastńı. Potom ale můžeme na okoĺı bodu b zopakovat celý postup s počátečńı
podmı́nkou yb a d́ıky jednoznačnosti źıskáme prodloužené řešeńı, což je spor. Zbývá
tedy ukázat existenci vlastńı llimity. Uvažujeme tedy př́ıpad [a, b] ⊂ I.

KROK 4: Omezenost řešeńı.. Ukážeme, že řešeńı i jedho derivace jsou omezené
na [a, b]. Vynásob́ıme (1) skalárně s x

1

2

d

dt
∥x(t)∥2Rn = x′(t) · x(t) = A(t)x(t) · x(t) ≤ C∥x(t)∥2Rn .

Násobeńı e−2Ct vede k nerovnsoti

d

dt

(
e−2Ct∥x(t)∥2Rn

)
≤ 0,

a tedy po integraci
∥x(t)∥2Rn ≤ e2Ct∥x(0)∥2Rn ≤ K,

což implikuje omezenost řešeńı. Nav́ıc ihned z (1) dostaneme, že

∥x′(t)∥2Rn ≤ K̃

pro všechny t ∈ (a, b).

KROK 5: Existence limity.

Protože x je omezená, existuje posloupnost tn ↗ b a existuje X ∈ mathbbRn

takové, že
lim
n→∞

x(tk) = X.

Ukážeme, že i limt→b− x(t) = X a t́ım bude d̊ukaz hotov. Ale d́ıky trojúhelńıkové
nerovnosti a větě o středńı hodnotě a d́ıky omezenosti derivaćı máme

|x(t)− X| ≤ |x(t)− x(tk)|+ |x(tk)− X| ≤ |x′(τ)||t− tk|+ |x(tk)− X|.

Nyńı, druhý člen je málý př́ımo z konstrukce a prvńı d́ıky tomu, že t i tk budou
konvergovat k b.

8. Vztah intervalu J a I: Už bylo ukázáno výše, že J = I.
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3.[8] Necht’ M ⊂ Rd.

1. Definujte následuj́ıćı pojmy: [3b]

• vnitřek množiny M , tj. M◦,

• hranice množiny M , tj. ∂M ,

• uzávěr množiny M , tj. M .

2. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Bud’ je dokažte nebo najděte pro-
tipř́ıklad.

(a) ∂M je uzavřená =⇒ M =M . [1b]

(b) (M \M◦ =M \M) =⇒ (M = ∅ nebo M = Rd). [2b]

(c) (M = ∅ nebo M = Rd) =⇒ (M \M◦ =M \M). [1b]

(d) M \M◦ = ∂M . [1b]

(e) Bonusová otázka: M =M =⇒ ∂M je uzavřená. [3b]

Řešeńı:

1. Definice:

• M◦ je definována jako množina všech vnitřńıch bod̊u x ∈M , tj. bod̊u x ∈M ,
pro které existuje otevřená okoĺı U taková, že U(x) ⊂M .

• ∂M je definována jako množina všech hraničńıch bod̊u x, kde x ∈ Rd se
nazývá hraničńı bodM pokud plat́ı: Pro každé okoĺı U(x) máme U(x)∩M ̸= ∅
a U(x) ∩ (Rd \M) ̸= ∅.

• M :=M ∪ ∂M .

2. Implikace:

(a) Nepravda: Např.M = (0, 1). Pak ∂M = {0, 1} je uzavřená, aleM = [0, 1] ̸=
(0, 1) =M .

(b) Pravda: Nejdř́ıve ukážeme, že pokud plat́ı M \M◦ = M \M , potom M \
M◦ = ∅. Předpokládejme pro spor, že jde o neprázdnou množinu, potom muśı
existovat x ∈ Rd takové, že

(x ∈M) ∧ (x /∈M◦) ∧ (x ∈M) ∧ (x /∈M).

Výraz (x ∈M)∧(x /∈M) je však nepravdivý a tedy takové x nemůže existovat
a tedy M \M◦ = M \M = ∅, což implikuje, že M = M◦ a M = M a tedy,
že M je otevřená i uzavřená. Takové množiny jsou však jenom dvě a to ∅ a
Rd.

(c) Pravda: V obou př́ıpadech jsou všechny tři množiny (vnitřek, uzávěr, sa-
motná množina) stejné, rozd́ıly jsou prázdné.

(d) Nepravda: Např. M = (0, 1). Pak M \M◦ = ∅, ale ∂M = {0, 1}. Takže
uzávěr levé strany je prázdný, pravá ne.
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(e) Pravda: Dokážeme mnohem silněǰśı tvrzeńı a to, že ∂M je uzavřená vždy.

Z definice uzavřenosti potřebujeme tedy ukázat, že Rd \ ∂M je otevřená
množina, tzn. chceme ukázat, že pro každé x ∈ Rd \ ∂M existuje otevřené
okoĺı U(x) ⊂ Rd \ ∂M .
Bud’ x ∈ Rd \ ∂M . Z definice hranice plyne, že existuje otevřené okoĺı U(x),
které nesplňuje jednu ze dvou podmı́nek definice hranice. Tedy plat́ı bud’:

• Bud’ U(x) ∩M = ∅, tj. U(x) ⊆ Rd \M ,

• nebo U(x) ∩ (Rd \M) = ∅, tj. U(x) ⊆M .

V obou př́ıpadech tedy okoĺı U(x) lež́ı bud’ celé v M , nebo celé v Rd \M .

Ukážeme, že takové okoĺı U(x) nemůže obsahovat žádný bod z hranice ∂M .

• Pokud U(x) ⊆M , pak žádný bod y ∈ U(x) nemůže ležet v ∂M , protože
jeho nějaké okoĺı U1(y) ⊂ U(x) a tedy má prázdný pr̊unik s Rd \M , č́ımž
porušuje definici hranice.

• Pokud U(x) ⊆ Rd \M , pak analogicky žádný bod y ∈ U(x) nemůže ležet
v ∂M , protože jeho okoĺı bude mı́t prázdný pr̊unik s M .

Tedy dostáváme
U(x) ∩ ∂M = ∅

a proto je Rd \ ∂M otevřená množina.


