NOFY152, 2024-2025 Teoreticka cast 17. Cervna

Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 6 8 20

Ziskané body

[6] 1. 1. Zformulujte nésledujici kritéria pro konvergence rad:

e Cauchyovo (odmocninové) kritérium (limitni verzi),
e D’Alembertovo (podilové) kritérium (limitni verzi),
e Dirichletovo kritérium.

2. Uvazujte posloupnosti redlnych ¢isel {a, }52 1, {bn}22 ;. Rozhodnéte o pravdivosti nésledujicich
tvrzeni:

(a) Bud b, omezend. Potom

o0
b
lap| <" = Z a:l—'n konverguje.

n=1

(b) Bud b, monoténni. Potom

o0
an €n—m,n+x, b,—-0 = Z sin(ay, ) b, konverguje.
n=1
(c) Bud b,, monoténni. Potom
T 0 >
an € {n — o n—+ 2| b, -0 — 7; cos(an ) b, konverguje.

(d) Posloupnost {a,}>2 je nezdpornd a rostouci, a a, /1. Potom

oo
Z al,’{" konverguje.

n=1

bn >

1—a,

Reseni:
1. Kritéria konvergence rad

e Odmocninové kritérium (Cauchyovo): Necht {a,}2 ; je nezdpornd posloup-
nost. Definujme

L :=limsup a,, = L.

n— oo

Potom plati:
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(i) Pokud L < 1, fada Y -, a, konverguje.
(i) Pokud L > 1, fada Y~ a, diverguje.

e Podilové kritérium (d’Alembertovo): Necht {a,}>°; je nezdporna posloup-
nost a existuje

. an+1
L:= lim .
n—00 (A

Potom plati:
— Pokud L < 1, fada > -, a,, konverguje.
— Pokud L > 1, fada > >~ , a, diverguje.

e Dirichletovo kritérium: Necht {a,,}°2 ; je posloupnost redlnych ¢isel takova, ze
mé omezenou posloupnost ¢asteénych souctu a {b, }52 ; je monoténni posloupnost

redlnych ¢isel splitujici b, — 0. Potom fada Y - | a,b, konverguje.

2. Platnost implikaci:

(a) Pravdivé: Diky piedpokladu staci ukdzat konvergenci rady

> ch

nl

Na koeficienty ¢,, pouzijeme podilové kritérium

entl
. Cn+1 . n+ .
lim = lim Gt _ lim =
n—oo  Cp n—oo F n—oomn + 1

Rada tedy konverguje.

(b) Nepravdivé: Zvolime protipiiklad nésledujicim zptusobem. Protoze interval [—m+
n,n + «] je interval délky 27, muzeme najit a, € [—7 + n,n + 7| takové, ze
n = 5 + 2km pro néjaké k € N. Volime b, := % Potom

o0 o0 1
Z sin(ay) b, = Z —
n=1 n=1
coz je harmonicka fada a ta diverguje.

(¢) Pravdivé: Nejdiive fadu rozepiSseme pomoci souc¢tovych vzorci pro sin a cos a
pouzijem vétu o stiedni hodnoté. Déle &, € [n — 7/n%,n + 7/n?] a mdme

Z cos(an )by, = Z cos(n — (n—ap))b, = Z cos(n) cos(n — a, )b, + Z sin(n) sin(in — ay,))by,

= Z cos(n)(cos(n — a,) — 1)b, + Z sin(n) sin(n — ay,))b, + Z cos(n)by,.

n=1 n=1
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Nyni, posledni fada konverguje dle Dirichletova kritéria, nebot posloupnost cosn
ma omezené ¢astecné soucty. Pro prvni fadu plati

cos(n)(cos(an —n) = 1)bn| < > (1 = cos(an — n)[bn| < C Y (an —n)?
n=1 n=1 n=1
AL T2
<¢3 ()

a tato fada konverguje. Kone¢né pro druhou fadu pouzijeme velmi podobny odhad
a ta také konverguje, nebot

oo
Z sinnsin(a, — n)b,
n=1

o0 o0

. ™

< Zl|sm(an —n)]|bn| < czlﬁ
n= n=

a posledni fada opét konverguje.

(d) Pravdivé: K dikazu pouZijeme odmocninové kritérium a predpoklad na chovan{
posloupnosti b,,

. . bn(an—1) In(1 -
lim n G/Z" — ehmnHOQ bT"lnan _ ehmnﬁm "(07:" 1) In( :L“f' 1) _ 1
n—00 elimn o0 717”(1;“")
1 1
< lim R g S 1.
e n—00 n(1—an)

Rada tedy konverguje dle odmocninového kritéria.
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[6] 2. Necht f,g:R? — R jsou dvé funkce. Vyieste nasledujici tlohy.

(i) Definujte ndsledujici pojmy pro funkci f:
e parciadlni derivace,
e derivace ve sméru,
e totalni diferencial.
(ii) Jakym zpusobem je (pokud existuje) reprezentovéan totalni diferencidl funkce f? Dokazte.
(iii) Dokazte nésledujici vztahy pro totdlni diferencidl funkei f a g za predpokladu, ze
vSechny objekty existuji
a) d(f +g) =df +dg
b) d(fg) = fdg+gdf
gdf — fdg
c) d(f/g) = TE kde g(z) # 0
(iv) Rozhodnéte o pravdivosti nésledujicich implikaci a své rozhodnuti oduvodnéte:
a) Pokud existuje df (z), potom existuji derivace ve vSech smérech.
b) Pokud existuji derivace ve vech smérech, potom existuje df (x).

ResSeni:

(i) Definice:

— Pro libovolné i = 1,...,d definujeme parcidlni derivaci funkce f podle x; v
bodé y € R? jako
ey Yi—15 91 hai IR B
af(y):limf(yl’ Yi—1,Yi + 1, Yig1 Yd) f(y)

al‘i h—0 h

— Pro libovolné v,y € R? definujeme derivaci funkce f ve sméru v v bodé y jako

0,1(y) = Duf(y) = tim TFID W),

— Linearn{ zobrazen{ df, : R? — R nazveme totalnim diferencidlem funkce f v
bodé y € R?, pokud plati

i LW D) — fy) —dfy(h)

=0.
h—0 1Al

(ii) Pokud totalni diferencidl funkce f v bodé = € R existuje, pak pro kazdé h € R?
plati

i 5 f

61‘1‘

dfy(h) = (y)hi =V f(y) - h.
i=1
Dikaz: Volme h := =+te;, kde e; je i-ty vektor kanonické béze. Potom z existence
totdlniho diferencidlu a jeho linearity ziskdame
+te;) — — df . (Ete; + te.) —
0 — hm f(x tel) f(x) df.L( tel) _ hm f(x tel) f(x) :Fdffl/‘(ei)7

t—04 I + te;|] t—0 t

coz dava df.(e;) = g;i () a z linearity df, plyne zbytek.
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(iii) Muzeme pouzit predchozi vysledek a vidime (pfedpokldddme, Ze vSechny dife-
rencidly existuji), ze staci overit

o(f+g9) _ Of Og

0
) = 1 ok

) 22(f/9) = ?:zzz;ggggi

of _f8g
2

coz se ukéze stejné jako v piipadé funkce jedné promeéné.
(iv) Pravdivost implikaci
a) Plati: Necht v € R? je libovolny nenulovy. Z existence diferenciglu ziskame

flatt) = flz) _ . flztto) — fa) — dfe(tv)

O f(z) = Jimy ' =l t +dfz(v)
o] ing ZEE =TI gy, ) = a0,

b) Neplati: Uvazujme funkci

flz,y) = {15‘*‘?;’/2’ (z,y) f (8,0),

0, (z,y) = (0,0)
Spocteme
9, f(0) = Tim LSO ) i = f(v) = 04, f(0) = 04, £(0) =
t—0 t 150 t 1 2

Smeérova derivace tedy exituje a vidime, ze pokud existuje totalni diferencial
musi platit do(h) = 0. Pokud tedy totdln{ diferencidl existuje, musi platit

i - —dh) ) R
0= jim, Il = TR T Gt

Posledn{ limita vsak neexituje. Pro h = (g,0) je vyraz identicky nulovy. Pro
vyraz h = (g,) je viraz roven 273,
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[8] 3. Uvazujte Banachuv prostor X a funkciondl F : X — R.

1. Definujte nasledujici pojmy:
e Gateauxova derivace (diferencidl)
e Fréchetova derivace (diferenciél)
e Konvexni funkcional
e Lokélni minimum funkciondlu

2. Uved'te a dokazte nutnou podminku (Eulerovu), aby zg € X bylo lokdlnim minimem
funkcionélu F.

3. Uvedte a dokazte postacujici podminku (druhd variace, Lagrangeova), aby zg bylo
ostrym minimem funkcionédlu F'.

4. Uvazujte Banachuv prostor X := C([0, 1]) a funkciondl definovany predpisem
F(y) := Z (v*(zn) —y(zn)) 27", kde z, :=2"".
n=1

(a) Zapiste nutnou Eulerovu podminku na existenci minima pro tento funkcional.

(b) Zapiste nutnou Lagrangeovu podminku na existenci minima pro tento funk-
cional.

(c) Bonusova otdzka: Dokazte, Ze funkcional F' ma nejednozna¢ény minimizér, uved'te
alespoii jeden a dokazte, Ze jakykoliv minimizér splituje y(0) = 3.

Reseni:
1. Definice:

Gateauxova derivace: Funkciondl F' ma v bodé z € X Gateauxovu derivaci ve sméru
h € X, pokud existuje limita

lim F(x+¢h) — F(x)

e—0 IS

=:0F(z; h).

Fréchetova derivace: Funkcional F' méa Frechetuv diferencial v bodé z, pokud existuje
linedrn{ spojité zobrazeni DF(z) : X — R takové, ze

lim F(z+h)— F(x) — DF(x)(h) _o.
h—0 17l
Konvexni funkcional: Funkcional F' je konvexni, pokud pro kazdé z,y € X a X\ € [0, 1]

plati
Fhx+ (1 —=Ny) <AF(z)+ (1 =N F(y).

Lokalni minimum: Bod xg je lokdlnim minimem funkciondlu F', pokud existuje 6 > 0
takové, ze
|z — 20l <6 = F(z) > F(zo).
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2. Nutnd podminka (Eulerova): Ma-li ' md v bodé z( lokdln{ minimum a je v
bodé zo Gateauxovski diferencovateny, potom

dF(xo;h) =0 VheX

Dukaz: Z minima plyne, ze funkce ¢(t) = F(zo + th) mé lokalni minimum v ¢ = 0. A
tedy pokud existuje, pak ¢’(0) = 0. Nicméné tato derivace existuje protoze plati

p(t) —p(0) _ . Flzo+th) — F(zo)

t50 t t—0 t = 0F (w03 h).

3. Postacujici podminka (Lagrangeova): Necht F je dvakrat spojité Gateauxovski
diferencovateny v okoli xy. Potom plati:

DF(z0) =0 a &62°F(zo;h,h) > al|hl|?, @ >0 = g je ostré lokdlni minimum

Diikaz: Protoze je §2F (z; h, h) spojity na okolf bodu g, pak existuje § > 0 takové, Ze
6*F(x;h,h) > §||h||* pro kazdé x spliujic || — x| < 6 a kazdé h € X. Necht z € X je
libovolny spliujici 0 < || — xo|| < 0. Potom definujme funkei p(t) := F(zq + t(z — x0))
a dostaneme, Ze existuje tog € (0, 1) takové, ze
1
F(z) = F(wo) = ¢(1) = ¢(0) = ¢'(0) + 5¢" (o)
1 o
= 6F (w0, h) + 552F($0 + to(z — 20); (z — @o), (x — x0)) = §||33 —ao* >0

a tedy x¢ je bodem ostrého lokalnitho minima.

4. Funkcional F': Protoze uvazujeme prostor spojitych funkci, vime, Ze y je omezena na
[0,1] a tedy |F(y)| < (Ilyll* + lyl) S°27™ = |lyl|* + ||ly|| je dobie definovany funkcion4l.

(a) Z definice spocteme 0F(y; h) a nutnd podminka ikd, Ze v bodé minima je nulovy
pro kazdou h € X. Uvazujme

0= 0y = i 3 2o ) I ) ) Z () 2y en)
. S _n 2ty(zn)h(zy + 212 (zy,) — th(z,
st i) + P12(e) = thi)

=3 27"(2y(zn) — Dh(an).

(b) Obdobné spocteme §%F (y; h, h) pomoci ¢”(0) kde ¢(y + th) a mame

2P (y:hh) = 27" R (2,) 2 0

n=1

Vidime, Ze nutna podminka je automaticky splnéna.
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2—q > —i, pficemz rovnost nastava pouze pro a = % Vidime, ze

(c) Protoze a >
F(y) > —13.27" = —%. Volbou napi. y = —7 najdeme kyZeny minimizér. Ten
neni jednoznacny, napi. stac¢i pricist jakoukoliv funkci g, kterd spliuje g(x) = 0

pro z € [0, %] Podminku na limitu uréime z podminky na minimizér

o0

0=3F(y;h) = 3 27 (2y(wa) — Dh(en).

n=1

Pro libovolné n € N volime h,(z) :== 0 pro z € [0,27" — 27772277 4+ 272 1]
jinde libovolné. S touto volbou ziskame

0= 6F(y; hn) = 27"(2y(27") — 1)hn(277).
a tedy protoze mizeme volit h(27") = 1, musf platit y(27") = % pro kazdé n € N.
Protoze y je spojitd, musi platit

y(0) = lim y(z) = lim y(27").

z—0 n—00




