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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 7 6 7 20

Źıskané body

1.[7] Uvažujte

a(x) y(3)(x) + b(x) arctan

(
y′(x)− y′′(x)

y(x)

)
+ c(x)y(x)2 = 0,

s podmı́nkami
y(0) = A, y′(0) = B, y′′(0) = C,

kde a, b, c : R → R jsou spojité funkce a a(x) ≥ 1 na R.

(1) Přesně pojmenujte (charakterizujte) výše uvedený problém.

(2) Přepǐste problém na soustavu rovnic prvńıho řádu.

(3) Přepǐste soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu do integrálńıho tvaru a ukažte
ekvivalenci obou zápis̊u

(4) Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch implikaćı. Bud’ najděte protipř́ıklad, nebo je dokažte.
Všechna použitá tvrzeńı pečlivě zformulujte a ověřte předpoklady:

(i)
A = B = C = 0, b(x) ≡ 0 =⇒ existuje právě jedno řešeńı na celém R,

(ii)
A = 1, B, C ∈ R, b(x) ≡ 0 =⇒ existuje právě jedno řešeńı na celém R,

(iii)
A ̸= 0, B, C ∈ R =⇒ existuje právě jedno řešeńı na okoĺı bodu x = 0.

Řešeńı:

(1) Jedná se o počátečńı úlohu pro obyčejnou nelineárńı diferenciálńı rovnici
třet́ıho řádu.

(2) Zavedeme nové proměnné:

z1(x) := y(x), z2(x) := y′(x), z3(x) := y′′(x).

Potom
z′1 = z2, z′2 = z3

a dosazeńım do p̊uvodńı rovnice źıskáme

a(x) z′3 + b(x) arctan

(
z2 − z3

z1

)
+ c(x)z21 = 0,
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což ihned vede k rovnici (funkce a je nenulová)

z′3 = − 1

a(x)

(
b(x) arctan

(
z2 − z3

z1

)
+ c(x)z21

)
.

Definujeme vektorovou funkci z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x))
⊤ ∈ R3 a zobrazeńı

f(x, z) :=


z2
z3

− 1

a(x)

(
b(x) arctan

(
z2 − z3

z1

)
+ c(x)z21

)
 .

Po této definici pak rovnice třet́ıho řádu přejde na soustavu počátečńıch úloh

z′ = f(x, z),

z(0) = (A,B,C)T .
(E)

(3) Ukážeme, že pokud f je spojitá v bodě (0, (A,B,C)), tak (E) je ekvivalentńı (na
okoĺı nuly) řešeńı úlohy

z(x) = (A,B,C)T +

∫ x

0

f(t, z(t)) dt.

Implikaci =⇒ lze źıskat př́ımou integraćı rovnice (E). Opačnou implikaci źıskáme
prostou derivaćı výše uvedené rovnosti, což na malém okoĺı nuly lze udělat d́ıky
spojitosti z a f .

(4) Zformulujeme nejdř́ıve větu, kterou použijeme pro naše tvrzeńı.
Picardova–Lindelöfova věta: Necht’ f(x, z) je v okoĺı bodu (x0, z0) spojitá a
lipschitzovsky spojitá vzhledem k z. Pak existuje δ > 0 takové, že počátečńı úloha

z′(x) = f(x, z(x)), z(x0) = z0

má právě jedno řešeńı na intervalu (x0 − δ, x0 + δ).

Nyńı se budeme věnovat imlikaćım (i)–(iii)

(i) Plat́ı: V tomto př́ıpadě se funkce f redukuje na

f(x, z) = (z2, z3,−
c(x)

a(x)
z21)

T .

Tato funkce je na okoĺı jakéhokoliv bodu (x0, z0) spojitá a lipschitzovsky spo-
jitá vzhledem k z. Dle P-L věty tedy každým bodem procháźı právě jedno
řešeńı. Vı́me tedy, že řešeńı je jednoznačné, zbývá ověřit, že řešeńı je defi-
nované globálně na celém R. Toto je však snadné, nebot’ hledané řešeńı je
(vzhledem k počátečńım podmı́nkám z0 = (A,B,C)T = 0) z = 0.
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(ii) Neplat́ı: Můžeme použ́ıt předchoźı výsledek a dostáváme, že v okoĺı nuly
určitě existuje právě jedno řešeńı. My však ukážeme, že nemuśı být definované
na celém R. Uvažujme p̊uvodńı rovnici třet́ıho řádu a funkci

y(x) = (1− x)−3.

Potom y(0) = 1 a plat́ı

y′ =
3

(1− x)4
, y′′ =

12

(1− x)5
, y′′′ =

60

(1− x)6

a tedy

y′′′ =
60

(1− x)6
= 60

(
(1− x)−3

)2
= 60y2.

Našli jsme tedy řešeńı úlohy s a(x) ≡ 1, c(x) ≡ −60, B = 3 a C = 12. Toto
řešeńı je však definováno pouze na (−∞, 1).

(iii) Plat́ı: Opět můžeme použ́ıt výsledek z bodu (i). Nyńı (protože b ̸= 0) je
problematický bod z1 = 0. Nicméně, protože naše počátečńı podmı́nka je
z0 := (A,B,C) a A ̸= 0, vid́ıme že f je lipschitzovsky spojitá na okoĺı bodu
(A,B,C) a tedy můžeme použ́ıt P-L větu.
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2.[6] (1) Zformulujte Cauchyovo odmocninové kritérium pro č́ıselné řady. Uvažujte limitńı
i nelimitńı verzi.

(2) Obě kritéria dokažte.

(3) Zadefinujte pojem mocninná řada (komplexńı). Zadefinujte pojmy střed řady z0 a
poloměr konvergence R.

(4) Vyslovte tvrzeńı o konvergenci řady v závislosti na vzdálenosti od středu z0 a po-
loměru R. Tvrzeńı dokažte.

Řešeńı:

(1) Uvažujeme řadu
∑∞

n=1 an s an ≥ 0. Nı́že uvedeme dvě formy Cauchyova odmoc-
ninového kritéria:

Nelimitńı tvar: Pokud existuje q ∈ [0, 1) a n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0

plat́ı
n
√
an ≤ q,

pak řada
∑

an konverguje.
Obráceně, pokud existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı

n
√
an ≥ 1,

pak řada
∑

an diverguje.

Limitńı tvar: Označme
L := lim sup

n→∞
n
√
an.

Pak plat́ı:

– Pokud L < 1, pak řada
∑

an konverguje.

– Pokud L > 1, pak řada
∑

an diverguje.

(2) Důkaz nelimitńıho tvaru: Pro n ≥ n0 plat́ı

n
√
an ≤ q =⇒ an ≤ qn =⇒

∞∑
n=1

an ≤
n0−1∑
n=1

an +

∞∑
n0

qn.

Protože řada
∑∞

n=1 q
n je geometrická s koeficientem q < 1 , která konverguje, muśı

konvergovat i řada
∑∞

n=1 an.

Naopak, pokud pro n ≥ n0 plat́ı

n
√
an ≥ 1 =⇒ an ≥ 1

a tedy limn→∞ an ≥ limn→∞ 1 = 1 a tedy neńı splněna nutná podmı́nka konver-
gence.

Důkaz limitńıho tvaru: Začneme s př́ıpadem L < 1. Z definice limsup máme, že
existuje ε > 0 tak, že pro dostatečně velká n je

n
√
an < L+ ε < 1.
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Označme q = L + ε < 1. Pak an ≤ qn pro všechna dostatečně velká n a můžeme
použ́ıt nelimitńı verzi.

V př́ıpadu L > 1 postupujeme obráceně. Z definice existuje podposloupnost nk,
pro kterou nk

√
ank

> 1+ ε pro nějaké ε > 0, tedy ank
> (1+ ε)nk → ∞. Tud́ıž neńı

splněna nutná podmı́nka a řada nemůže konvergovat.

(3) Definice mocninné řady

Mocninná řada se středem v bodě z0 ∈ C je výraz tvaru

∞∑
n=0

an(z − z0)
n,

kde an ∈ R (nebo C). Č́ıslo

1

R
= lim sup

n→∞

n
√

|an|.

nazveme poloměr konvergence.

(4) Pro každé z ∈ C plat́ı:

– Pro |z − z0| < R řada konverguje absolutně.

– Pro |z − z0| > R řada diverguje.

– Pro |z − z0| = R konvergence může i nemuśı nastat.

Důkaz:

Mocninná řada je pro každé pevné z obyčejnou č́ıselnou řadou. Při zkoumáńı jej́ı
konvergence se tedy přirozeně použ́ıvá odmocninové kritérium.

Z rovnosti
n
√
|an(z − z0)n| = n

√
|an||z − z0|,

plyne, že pro konvergenci řady
∑

an(z − z0)
n stač́ı, aby

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| =

(
lim sup
n→∞

n
√

|an|
)
|x− x0| < 1,

což plat́ı pokud |z − z0| < R.

Obráceně, pokud |z−z0| = R+ε > R, můžeme naj́ıt podposloupnost ank
takovou,

že

lim
nk→∞

nk
√
ank

=
1

R
,

což z definice znamená, že existuje n0 ∈ N takové, že pro každé nk ≥ n0 plat́ı
n
√
|ank

| ≥ 1
R+ε a tedy

|ank
(z − z0)

nk | = |ank
|(R+ ε)nk ≥ 1

(R+ ε)nk
(R+ ε)nk = 1

a neńı tedy splněna nutná podmı́nka konvergence.

Pokud |z − z0| = R, uvažujme řadu
∑∞

n=1
zn

n . Poloměr konvergence je R = 1. Pro
z = 1 řada diverguje (harmonická), ale pro z = −1 jde o alternuj́ıćı harmonickou
řadu, která konverguje.
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3.[7] (1) Uved’te definici Banachova prostoru X. Zadefinujte všechny pojmy použité v této
definici. (Pojem vektorový prostor definovat nemuśıte.)

(2) Bud’ F : X → X zobrazeńı. Zadefinujte pojmy:

– F je kontrakce,

– F má pevný bod.

(3) Zformulujte a dokažte Banachovu větu o pevném bodě.

(4) Pomoćı Banachovy věty dokažte, že následuj́ıćı soustava rocnic má právě jedno řešeńı

4x− 3 cos y = 1,

5y + 2 sinx = π.

Nápověda k (4): Můžete zkusit uvažovat zobrazeńı (x, y) 7→ ( 1+3 cos y
4

, π−2 sin x
5

).

Řešeńı:

(1) Necht’ X je vektorový prostor nad R nebo C. Řekneme, že X je normovaný,
pokud je na něm definováno zobrazeńı ∥ · ∥ : X → [0,∞), nazývaná norma, která
splňuje pro všechna x, y ∈ X a λ ∈ R, nebo λ ∈ C:

1. ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0,

2. ∥λx∥ = |λ| ∥x∥,
3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (trojúhelńıková nerovnost).

Řekneme, že posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ X je Cauchyovská právě tehdy, když plat́ı:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N : n,m > n0 =⇒ ∥xn − xm∥ ≤ ε.

Řekneme, že normovaný prostor (X, ∥ · ∥) je úplný, pokud každá Cauchyovská
posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ X má limitu vX.Banach̊uv prostor je úplný normovaný
vektorový prostor.

(2) Řekneme, že zobrazeńı F : X → X

– je kontrakce, pokud existuje konstanta q ∈ [0, 1) taková, že

∥F (x)− F (y)∥ ≤ q∥x− y∥ pro všechna x, y ∈ X.

– má pevný bod, pokud existuje x ∈ X takové, že

F (x) = x.

(3) Banachova věta o pevném bodě: Necht’ X je Banach̊uv prostor a F : X → X
je kontrakce. Pak F má právě jeden pevný bod.

Jednoznačnost: Mějme dva pevné body x, y ∈ X, tj. F (x) = x a F (y) = y. Pak
ale

∥x−y∥ = ∥F (x)−F (y)∥ ≤ q ∥x−y∥ =⇒ (1−q)∥x−y∥ ≤ 0 =⇒ ∥x−y∥ =⇒ x = y.
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Použili jsme 1− q > 0 a základńı vlastnost normy.

Existence: Definujme rekurentně posloupnost {xn}∞n=0 jako

x0 := 0, xn+1 := F (xn).

Ukážeme, že posloupnost je Cauchyovská a d́ıky tomu, že X je Banach̊uv, muśı
mı́t i limitu x := limn→∞ xn. Dı́ky spojitosti F (plyne z kontrakce) pak plat́ı

x = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

F (xn) = F (x)

a x je tedy hledaný pevný bod.

Stač́ı ukázat Cauchyovskost. Bud’ n libovolné. Potom dostaneme rekurentně

∥xn+1 − xn∥ = ∥F (xn)− F (xn−1)∥ ≤ q∥xn − xn−1∥ = q∥F (xn−1)− F (xn−2)∥
≤ q2∥xn−1 − xn−2∥ ≤ · · · ≤ qn∥F (x0)− x0∥ = qn∥F (0)∥.

Bud’ nyńı n > m. Potom použit́ım výše uvedeného a trojúhelńıkové nerovnosti
máme

∥xn − xm∥ = ∥(xn − xn−1) + (xn−1 − xn−1) + . . .+ (xm+1 − xm)∥

≤
n∑

k=m

∥xk+1 − xk∥ ≤
n∑

k=m

qk∥F (0)∥ ≤ ∥F (0)∥
∞∑

k=m

qk =
∥F (0)∥qm

1− q
.

Protože q ∈ (0, 1), můžeme pro každé ε > 0 naj́ıt n0 takové, že pro každé n ≥ m ≥
n0 plat́ı ∥F (0)∥qm

1−q ≤ ε a posloupnost je tedy Cauchyovská.

(4) Definujme zobrazyeńı F : R2 → R2 pomoćı

F (x, y) :=

(
1 + 3 cos y

4
,
π − 2 sinx

5

)
.

Je zřejmé, že bod (x, y) je řešeńım soustavy rovnic právě tehdy, když plat́ı, F (x, y) =
(x, y), což znamená pravě tehdy, když (x, y) je pevný bod F . Vı́me, že R2 s nor-

mou ∥(x, y)∥ :=
√
x2 + y2 je Banach̊uv prostor a stač́ı nám tedy ukázat, že F je

kontrakce. Bud’te (x1, y1) a (x2, y2) dva body v R2. Potom

∥F (x1, y1)− F (x2, y2)∥2 =

∥∥∥∥(1 + 3 cos y1
4

,
π − 2 sinx1

5

)
−
(
1 + 3 cos y2

4
,
π − 2 sinx2

5

)∥∥∥∥2
=

∥∥∥∥3(cos y1 − cos y2)

4
,
2(sinx2 − sinx1)

5

∥∥∥∥2 =
9

16
(cos y1 − cos y2)

2 +
4

25
(sinx2 − sinx1)

2

=
9 sin2 ξ1

16
(y1 − y2)

2 +
4 cos2 ξ2

25
(x1 − x2)

2 ≤ 9

16

(
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2
)

=

(
3

4
∥(x1, y1)− (x2, y2)∥

)2

.

Ve výpočtu jsme použili Lagrangeovu větu o středńı hodnotě k odhadu sinx1 −
sinx2 = cos ξ2(x1 − x2), kde ξ ∈ (x1, x2). Obdobně i pro funkci cos. Vid́ıme tedy,
že jde o kontrakci a d̊ukaz je hotov.


