NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 24. Cervna

Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeinte ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Priklad 1 2 3 4 5 Body
Maximum bodu 5 6 4 7 8 30

Ziskané body

[5] 1. Spocitejte povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci funkce y = "’“’—; kolem osy x pro x € (—1,1).

Népovéda: Identity, které se mohou hodit:

cosh 2u = cosh? u + sinh® u, sinh 2u = 2sinhu cosh u, cosh?u = 1+ sinh? u
cosh® u = cosh(2u) +1 sinh? 4 = cosh(2u) — 1
2 ’ = D) .

Obrazek 1: Vzniklé rotaéni téleso

Reseni:

Pouzijeme vzorec pro vypocet povrchu rota¢niho télesa kolem osy x:

S:27r/_1y(ac)\/1—|—(y’(x))zdm:ﬂ/_le\/l—i—m?dx.

Pouzijeme substituci = sinhu. Tato substituce zobrazuje interval (—a,a) na interval
(1,1), kde a = sinh™*(1). Tato substituce vede k dz = coshudu. Z této substituce
dostaneme (pouzitim vzorce cosh 2u = cosh? u + sinh® u):

a

S = 7r/ sinh? V1 + sinh? u coshudu = 7r/ sinh? u cosh? u du

—a —a
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Pouzijeme identity pro hyperbolické funkce:

h(2 1 h(2u) — 1
cosh?u = %, sinh?u = %.

Po dosazeni téchto identit do integralu dostaneme

S = 7T/ sinh? u cosh® u du = %/ (cosh(2u) + 1)(cosh(2u) — 1) du = %/ cosh?(2u) — 1du

—a —a —a

o 7 [sinh(4u) “ 7 (sinh(4a)
3 / cosh(4u) du 3 [ 1 u} 5 ( 5 a

—a —a

Posledni vyraz lze jesté eventudlné upravit diky vzorci
sinh 4u = 2sinh(2u) cosh(2u) = 4sinh u cosh u(cosh? u+sinh? u) = 4sinh u\/1 + sinh? u(1+2 sinh? )

a definici a = sinh (1)

§=1 <s1nh(4a) - 2a> = % (sinha\/ 1+ sinh? a(1 4 2sinh? a) — a)

8 2

- % (3\/5 - Sinh_1(1)> .
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[6] 2. Na intervalu (—2, 00) najdéte vSechna feseni y problému
/I 2$\/ ‘25_y2|
y )
ktera spliiuji obé nasledujici podminky

y(0)=3, y(3)=5V2.

Reseni:

Vidime, ze y = 45 je staciondrni feSeni. Pro y # 5 budeme fesit pomoci separace
proménnych.
Pro y? < 25 mame

/
(952)/:255:725#_%@:—(\/25—242) = V25— y? =Cy -2

kde musf byt splnéna podminka C; > x2. Regeni m4 tedy tvar
y=++/25—(Cy — x?)2.

Pro y? > 25 mame

!
@) =20= Y4y — (1/y2—25> — VP -2 =2"—C,

y2 — 25
kde musi byt splnéna podminka Cy < 2. ReSeni m4 tedy tvar

y:ﬂ: 25+(1’2—02)2.

Méme zadané hodnoty ve tiech bodech. Okoli kazdého bodu budeme zkoumat zvIast.

Bod y(3) = 5v/2: Protoze (5v/2)% > 25 pouzijeme vétev feseni s Co. Zde ma fesenf tvar
y = £1/25 + (22 — C3)? a musf platit Co < z2. Dosazenim podminky mame

5V2=y(3) = /25+ (32— (5)2 = 50 =25+ (9— (1)? = (O, =4.

Jesté bychom mohli uvazovat Cy = 14 ale potom by na okoli bodu z = 3 urcité neplatilo
22 > Cy. Na okoli = 3 méme jednoznaéné feseni tvaru

y=/25+ (22 —4)%,

a feSen{ je uréeno na intervalu, kde 22 — 4 > 0, coz je (2,00).

Bod y(0) = 3: Protoze 3% < 25 pouzijeme vétev feseni s C;. Zde m4 feseni tvar y =
25 — (Cy — x2)2 a musf platit C; > 2. Dosazenim podminky mame

3=y(0)=1/25—C? = Cy =4.
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Jesté bychom mohli uvazovat C7, = —4 ale potom by na okoli bodu z = 0 urcité neplatilo
2% < 4. Na okoli x = 0 méme jednoznacéné feseni tvaru

y= VB A=

a fesenf je urceno na intervalu, kde 22 — 4 < 0, coz je (—2,2).

Zbyva teSeni vhodné dolepit. Nastésti jsou ale konstanty zvoleny tak, ze feSeni v bodé
x = 2 plynule prechédzi z jedné vétve do druhé. Celkové tedy:

B 25— (4—2%)? ze€(-2,2),
a 25+ (22 —4)?2 x€[2,00)

a toto feseni je jednoznacné.




[4]
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3. Zjistete, zda nésledujici fada konverguje nebo diverguje:

= (2n)!
Z (nh)24n”

n=1

Reseni:
Oznaé¢me
(2n)!
Qp = ————.
(n!)24n
Diky ptitomnosti faktoridlu, zkusime podilové kritérium. Pro a“—ﬂ mame
_@nt 2 n+1
an  wnzar o (2n)! ((n+1)1)%4 2n + 2 n 1
- n ! - 2 n = = 9 1 1°
Ant1 &% (n!)?4 (2n + 2)! 2n+1 2n +1
Vidime, ze
n 1
lim —" = lim 1+ =1
n—00 Upyl N0 2n+1

a tedy podilové kritérium ndm o konvergenci nic nefikd. Zkusime pouzit (jemnéjsi) Ra-
abeho kriterium a ozna¢me L jako

L= lim n( an —1)
n—o00 An+1

a mame

an
An+1

Dosadime nas vyraz pro

1 n 1
L= li 1 —1) = 1i =

Protoze L = % < 1, pouziti Raabeho kritéria dava divergenci puvodni fady.
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[7] 4. Najdéte globélni extrémy funkce
flz,y, 2) =22 +2y* + 92° + 622

na mnoziné
K :={(v,y,2) €R? 2 +4? + 2% < 1}.

Reseni:
Nejdiive stoji za pov§imnuti, ze funkce f se da upravit jako
f(z,y,2) = 2% + 2% + 92% + 622 = (z + 32)* + 2>

Funkce je tedy nezépornd a v bodech (—3z, 0, z) nabyvé globalniho minima, které je nula.
Funkce je spojita a proto musi nabyvat i globalnitho maxima na kompaktn{ mnoziné K.

Nejdriive se soustfedime na mozné extrémy uvniti K. Spocteme parcidlni derivace

0

8% = 2z + 6z, (1)

of

Ly 2

9y~ Y (2)

0

a—ic = 18z + 6. (3)
Vsechny nulové body jsou ve tvaru (—3z,0, z), coz uz vime, ze jsou body globalniho

minima.

Maximum se tedy musi nabyvat na hranici K. Pouzijeme metodu Lagrangeovych mul-
tiplikdtoru s vazbou

gz, y,2) =a* +y* + 2> —1=0.
Vyjadiime gradienty
Vi =(2x + 6z,4y,18z + 62),
Vg = (2z,2y,22),

a vidime, ze Vg = (0,0,0) pouze v bodé (0,0,0), coz neni bod hranice. Globalni maxi-
mum tedy mus{ byt v bodé (z,y, 2), ktery je feSenim soustavy rovnic (pro (z,y, z,\))

2z 4+ 6z = 2)\x,
dy = 2Ny,
18z + 6x = 2z,

2?2+ 422 =1

Z druhé podminky dostdvédme moznosti, ze bud y = 0 nebo A = 2.

Pro A = 2 se rovnice redukuji na
—2x + 62z =0,
14z + 62 =0,
24y 422 =1.
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Tato soustava mé praveé dvé feseni (0,41,0). Pro tyto body mame

f(0,£1,0) = 2.
Pro y = 0 se rovnice redukuji na
2z + 6z = 2\,
182 4+ 6z = 2)\z,
w2422 =1.

Vynasobenim prvni rovnice 3 a porovnanim s druhou ziskame
6 r = 2\z.

A tedy bud A = 0 nebo z = 3x. Pokud A = 0, pak z prvnich dvou rovnic dostaneme
bod (—3z,0, 2), coz jsou body studované uz v pfedeslé ¢dsti a jsou to body globalniho
minima.

Pokud z = 3z, muze byt A libovolné a dostaneme podminku

V10
l=a?+22 =22+ (32)? = 102> = x::tﬁ

a podezielé body jsou (:I:@ 0, j:%olio) a

10 »
V10 3v/10
JE 0= ) = 10.

Porovnanim vSech hodnot zjistime, ze maximum funkce je 10, které se nabyvé v bodech

(+20,0,£2430).
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[8] 5. Mé&jme funkce F' a G zadané
. x? 2
F(u,v,z,y) :=sinu+ v + 5 + 97,
G(u,v,z,y) = u —sinv + 2 + 2y
e Ovéite, ze v bodé (u,v,z,y) = (0,0,0,0) jsou splnény podminky véty o implicitn{ funkci
a funkce u(z,y), v(z,y) lze vyjidiit jako hladké funkce v okoli bodu (0,0). Spoctéte
parciédlni derivace prvniho fadu funkei v a v v bodé (0, 0).

e Rozhodnéte, zda v a v maji v bodé (0,0) lokdln{ extrém a pokud ano, charakterizujte
jaky.

Reseni:
Ovéreni podminek véty o implicitni funkci:

Nejprve snadym dosayenim zjistime, ze F(0,0,0,0) = G(0,0,0,0) = 0. Déle spocteme
Jakobiho matici pro dvojici F' a G

J—(gg %g) _(COSU 1 > _(1 1)
Bu v/ (0,0,00) b =eosv/p00 I 1

Matice je reguldrni. Protoze jsou obé funkce F'i G hladké, véta o implicitni funkci tika, ze
na okoli bodu (0, 0) existuji funkce u(x,y) a v(x,y) takové, ze F(u(x,y),v(z,y),z,y) =
G(U(IL', y)7 v(x, y)7 Z, y) =0.

Vypocet prvnich parcidlnich derivaci:

Derivujeme vztahy F(u(z,y),v(z,y),z,y) =0 a G(u(z,y),v(z,y), xz,y) = 0 podle x:

ou Ov
cosu— + —+x=0,
@—cosv@—&—Zx—O
Ox ox e

V bodé (0,0) plati cosu = cos0 = 1, takze soustava se redukuje na

ou v

ou Ov

%(0,0) — %(0,0) =0.
Tato soustava méa jediné feseni

ou ov

a—m(0,0) = %(0,0) =0.

Analogicky derivujeme podle y:

0 0
cosu—u+—v+2y:0,

dy Oy
g—z fcosvg—z+4y:0,
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v bodé (0,0) tedy méme

ou ov

a—y(0,0)-ﬁ- By (0,0) =0,

ou ov

a—y(0,0) 8 (0,0)=0
a opét dostavame

ou ov

Bod (0,0) tedy muze byt bodem extrému pro obé dvé funkce.
Vypocet druhych parcialnich derivaci:
ziskame:

. ou\? 82u 0%v

—sinu e +cosua 82 +1=0,
Pu N e
92 sinv o cosva 5

Dosazenim bodu (0,0) tedy méame

0%u 0%
0,0+ 50,0+ 1=0,
0%u 0%v
32(0 0) — 82(00) =0.
Soustava mé jedno feseni
0%u 3 0%v 1
ox 2(0 O) 2a @(an)_§

Po zderivovani (5) podle y ziskdme:

i () eosu 22 L Py
sinu 9y cosua 32 =0,

@+s Ov 2fcos iJr4*0
7 inv ay an

0%u 0%v
G 0.0)+ a2<oo> -0,
0%u 0%v
8—?42(0,0) — W(O 0)+4=0.
Soustava mé Feseni o2 o2
U v
op "= gp

Postupné budeme derivovat (4) podle z a y a (5) podle y. Po zderivovéni (4) podle z

Dosazenim bodu (0,0) ziskdme soustavu pro derivace v bodé (0,0):




NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 24. cervna

Derivaci (4) podle y dostaneme:
—sinu@@ + cosu O u + Gl =0
Ox Oy 0xdy = O0xdy
+ sin v v SV O
oxdy

a tedy v bodeé (0,0)

coz vede k o2 o2
U v
92y (0,0) = 920y (0,0) =0.

Urceni lokalnich extrému:

Pro funkeci u(x,y) je Hessova matice druhych derivaci v bodé (0,0)

-3 0
HWloo = (¢ %)

To je matice negativné definitn{ a tedy u ma v bodé (0, 0) lokéln{ maximum

Pro funkci v(zx,y) je Hessova matice

10
oo = (3 9)-

To je pozitivné definitni matice a v mé tedy v bodé (0,0) lokdln{ minimum.




