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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Body

Maximum bod̊u 5 6 4 7 8 30

Źıskané body

1.[5] Spoč́ıtejte povrch rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı funkce y = x2

2 kolem osy x pro x ∈ (−1, 1).

Nápověda: Identity, které se mohou hodit:

cosh 2u = cosh2 u+ sinh2 u, sinh 2u = 2 sinhu coshu, cosh2 u = 1 + sinh2 u

cosh2 u =
cosh(2u) + 1

2
, sinh2 u =

cosh(2u)− 1

2
.

Obrázek 1: Vzniklé rotačńı těleso

Řešeńı:

Použijeme vzorec pro výpočet povrchu rotačńıho tělesa kolem osy x:

S = 2π

∫ 1

−1

y(x)
√
1 + (y′(x))2 dx = π

∫ 1

−1

x2
√
1 + x2 dx.

Použijeme substituci x = sinhu. Tato substituce zobrazuje interval (−a, a) na interval
(1, 1), kde a = sinh−1(1). Tato substituce vede k dx = coshu du. Z této substituce
dostaneme (použit́ım vzorce cosh 2u = cosh2 u+ sinh2 u):

S = π

∫ a

−a

sinh2 u
√
1 + sinh2 u coshu du = π

∫ a

−a

sinh2 u cosh2 u du
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Použijeme identity pro hyperbolické funkce:

cosh2 u =
cosh(2u) + 1

2
, sinh2 u =

cosh(2u)− 1

2
.

Po dosazeńı těchto identit do integrálu dostaneme

S = π

∫ a

−a

sinh2 u cosh2 u du =
π

4

∫ a

−a

(cosh(2u) + 1)(cosh(2u)− 1) du =
π

4

∫ a

−a

cosh2(2u)− 1 du

=
π

8

∫ a

−a

cosh(4u)− 1 du =
π

8

[
sinh(4u)

4
− u

]a
−a

=
π

8

(
sinh(4a)

2
− 2a

)
.

Posledńı výraz lze ještě eventuálně upravit d́ıky vzorci

sinh 4u = 2 sinh(2u) cosh(2u) = 4 sinhu coshu(cosh2 u+sinh2 u) = 4 sinhu
√

1 + sinh2 u(1+2 sinh2 u)

a definici a = sinh−1(1)

S =
π

8

(
sinh(4a)

2
− 2a

)
=

π

4

(
sinh a

√
1 + sinh2 a(1 + 2 sinh2 a)− a

)
=

π

4

(
3
√
2− sinh−1(1)

)
.
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2.[6] Na intervalu (−2,∞) najděte všechna řešeńı y problému

y′ =
2x

√
|25− y2|
y

,

která splňuj́ı obě následuj́ıćı podmı́nky

y(0) = 3, y(3) = 5
√
2.

Řešeńı:

Vid́ıme, že y = ±5 je stacionárńı řešeńı. Pro y ̸= 5 budeme řešit pomoćı separace
proměnných.
Pro y2 < 25 máme

(x2)′ = 2x =
y√

25− y2
y′ = −

(√
25− y2

)′
=⇒

√
25− y2 = C1 − x2

kde muśı být splněna podmı́nka C1 ≥ x2. Řešeńı má tedy tvar

y = ±
√
25− (C1 − x2)2.

Pro y2 > 25 máme

(x2)′ = 2x =
y√

y2 − 25
y′ =

(√
y2 − 25

)′
=⇒

√
y2 − 25 = x2 − C2

kde muśı být splněna podmı́nka C2 ≤ x2. Řešeńı má tedy tvar

y = ±
√
25 + (x2 − C2)2.

Máme zadané hodnoty ve třech bodech. Okoĺı každého bodu budeme zkoumat zvlášt’.

Bod y(3) = 5
√
2: Protože (5

√
2)2 > 25 použijeme větev řešeńı s C2. Zde má řešeńı tvar

y = ±
√
25 + (x2 − C2)2 a muśı platit C2 ≤ x2. Dosazeńım podmı́nky máme

5
√
2 = y(3) =

√
25 + (32 − C2)2 =⇒ 50 = 25 + (9− C2)

2 =⇒ C2 = 4.

Ještě bychom mohli uvažovat C2 = 14 ale potom by na okoĺı bodu x = 3 určitě neplatilo
x2 ≥ C2. Na okoĺı x = 3 máme jednoznačné řešeńı tvaru

y =
√
25 + (x2 − 4)2,

a řešeńı je určeno na intervalu, kde x2 − 4 > 0, což je (2,∞).

Bod y(0) = 3: Protože 32 < 25 použijeme větev řešeńı s C1. Zde má řešeńı tvar y =√
25− (C1 − x2)2 a muśı platit C1 ≥ x2. Dosazeńım podmı́nky máme

3 = y(0) =
√

25− C2
1 =⇒ C1 = 4.
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Ještě bychom mohli uvažovat C1 = −4 ale potom by na okoĺı bodu x = 0 určitě neplatilo
x2 ≤ C1. Na okoĺı x = 0 máme jednoznačné řešeńı tvaru

y =
√

25− (4− x2)2,

a řešeńı je určeno na intervalu, kde x2 − 4 < 0, což je (−2, 2).

Zbývá řešeńı vhodně dolepit. Naštěst́ı jsou ale konstanty zvoleny tak, že řešeńı v bodě
x = 2 plynule přecháźı z jedné větve do druhé. Celkově tedy:

y =

{√
25− (4− x2)2 x ∈ (−2, 2),√
25 + (x2 − 4)2 x ∈ [2,∞)

a toto řešeńı je jednoznačné.
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3.[4] Zjistěte, zda následuj́ıćı řada konverguje nebo diverguje:

∞∑
n=1

(2n)!

(n!)24n
.

Řešeńı:

Označme

an :=
(2n)!

(n!)24n
.

Dı́ky př́ıtomnosti faktoriál̊u, zkuśıme pod́ılové kritérium. Pro an

an+1
máme

an
an+1

=

(2n)!
(n!)24n

(2(n+1))!
((n+1)!)24n+1

=
(2n)!

(n!)24n
· ((n+ 1)!)24n+1

(2n+ 2)!
=

2n+ 2

2n+ 1
= 1 +

1

2n+ 1
.

Vid́ıme, že

lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

1 +
1

2n+ 1
= 1

a tedy pod́ılové kritérium nám o konvergenci nic neř́ıká. Zkuśıme použ́ıt (jemněǰśı) Ra-
abeho kriterium a označme L jako

L = lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
Dosad́ıme náš výraz pro an

an+1
a máme

L = lim
n→∞

n

(
1 +

1

2n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞

(
n

2n+ 1

)
=

1

2
.

Protože L = 1
2 < 1, použit́ı Raabeho kritéria dává divergenci p̊uvodńı řady.
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4.[7] Najděte globálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 9z2 + 6xz

na množině
K := {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Řešeńı:

Nejdř́ıve stoj́ı za povšimnut́ı, že funkce f se dá upravit jako

f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 9z2 + 6xz = (x+ 3z)2 + 2y2.

Funkce je tedy nezáporná a v bodech (−3z, 0, z) nabývá globálńıho minima, které je nula.
Funkce je spojitá a proto muśı nabývat i globálńıho maxima na kompaktńı množině K.

Nejdř́ıve se soustřed́ıme na možné extrémy uvnitř K. Spočteme parciálńı derivace

∂f

∂x
= 2x+ 6z, (1)

∂f

∂y
= 4y, (2)

∂f

∂z
= 18z + 6x. (3)

Všechny nulové body jsou ve tvaru (−3z, 0, z), což už v́ıme, že jsou body globálńıho
minima.

Maximum se tedy muśı nabývat na hranici K. Použijeme metodu Lagrangeových mul-
tiplikátor̊u s vazbou

g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Vyjádř́ıme gradienty

∇f = (2x+ 6z, 4y, 18z + 6x),

∇g = (2x, 2y, 2z),

a vid́ıme, že ∇g = (0, 0, 0) pouze v bodě (0, 0, 0), což neńı bod hranice. Globálńı maxi-
mum tedy muśı být v bodě (x, y, z), který je řešeńım soustavy rovnic (pro (x, y, z, λ))

2x+ 6z = 2λx,

4y = 2λy,

18z + 6x = 2λz,

x2 + y2 + z2 = 1.

Z druhé podmı́nky dostáváme možnosti, že bud’ y = 0 nebo λ = 2.

Pro λ = 2 se rovnice redukuj́ı na

−2x+ 6z = 0,

14z + 6x = 0,

x2 + y2 + z2 = 1.
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Tato soustava má právě dvě řešeńı (0,±1, 0). Pro tyto body máme

f(0,±1, 0) = 2.

Pro y = 0 se rovnice redukuj́ı na

2x+ 6z = 2λx,

18z + 6x = 2λz,

x2 + z2 = 1.

Vynásobeńım prvńı rovnice 3 a porovnáńım s druhou źıskáme

6λx = 2λz.

A tedy bud’ λ = 0 nebo z = 3x. Pokud λ = 0, pak z prvńıch dvou rovnic dostaneme
bod (−3z, 0, z), což jsou body studované už v předešlé části a jsou to body globálńıho
minima.

Pokud z = 3x, může být λ libovolné a dostaneme podmı́nku

1 = x2 + z2 = x2 + (3x)2 = 10x2 =⇒ x = ±
√
10

10

a podezřelé body jsou (±
√
10
10 , 0,± 3

√
10

10 ) a

f(±
√
10

10
, 0,±3

√
10

10
) = 10.

Porovnáńım všech hodnot zjist́ıme, že maximum funkce je 10, které se nabývá v bodech

(±
√
10
10 , 0,± 3

√
10

10 ).
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5.[8] Mějme funkce F a G zadané

F (u, v, x, y) := sinu+ v +
x2

2
+ y2,

G(u, v, x, y) := u− sin v + x2 + 2y2.

• Ověřte, že v bodě (u, v, x, y) = (0, 0, 0, 0) jsou splněny podmı́nky věty o implicitńı funkci
a funkce u(x, y), v(x, y) lze vyjádřit jako hladké funkce v okoĺı bodu (0, 0). Spočtěte
parciálńı derivace prvńıho řádu funkćı u a v v bodě (0, 0).

• Rozhodněte, zda u a v maj́ı v bodě (0, 0) lokálńı extrém a pokud ano, charakterizujte
jaký.

Řešeńı:

Ověřeńı podmı́nek věty o implicitńı funkci:
Nejprve snadým dosayeńım zjist́ıme, že F (0, 0, 0, 0) = G(0, 0, 0, 0) = 0. Dále spočteme
Jakobiho matici pro dvojici F a G

J =

(
∂F
∂u

∂F
∂v

∂G
∂u

∂G
∂v

)
(0,0,0,0)

=

(
cosu 1
1 − cos v

)
(0,0,0,0)

=

(
1 1
1 −1

)
.

Matice je regulárńı. Protože jsou obě funkce F i G hladké, věta o implicitńı funkci ř́ıká, že
na okoĺı bodu (0, 0) existuj́ı funkce u(x, y) a v(x, y) takové, že F (u(x, y), v(x, y), x, y) =
G(u(x, y), v(x, y), x, y) = 0.

Výpočet prvńıch parciálńıch derivaćı:
Derivujeme vztahy F (u(x, y), v(x, y), x, y) = 0 a G(u(x, y), v(x, y), x, y) = 0 podle x:

cosu
∂u

∂x
+

∂v

∂x
+ x = 0,

∂u

∂x
− cos v

∂v

∂x
+ 2x = 0.

(4)

V bodě (0, 0) plat́ı cosu = cos 0 = 1, takže soustava se redukuje na

∂u

∂x
(0, 0) +

∂v

∂x
(0, 0) = 0,

∂u

∂x
(0, 0)− ∂v

∂x
(0, 0) = 0.

Tato soustava má jediné řešeńı

∂u

∂x
(0, 0) =

∂v

∂x
(0, 0) = 0.

Analogicky derivujeme podle y:

cosu
∂u

∂y
+

∂v

∂y
+ 2y = 0,

∂u

∂y
− cos v

∂v

∂y
+ 4y = 0,

(5)
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v bodě (0, 0) tedy máme
∂u

∂y
(0, 0) +

∂v

∂y
(0, 0) = 0,

∂u

∂y
(0, 0)− ∂v

∂y
(0, 0) = 0

a opět dostáváme
∂u

∂y
(0, 0) =

∂v

∂y
(0, 0) = 0.

Bod (0, 0) tedy může být bodem extrému pro obě dvě funkce.

Výpočet druhých parciálńıch derivaćı:
Postupně budeme derivovat (4) podle x a y a (5) podle y. Po zderivováńı (4) podle x
źıskáme:

− sinu

(
∂u

∂x

)2

+ cosu
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x2
+ 1 = 0,

∂2u

∂x2
+ sin v

(
∂v

∂x

)2

− cos v
∂2v

∂x2
+ 2 = 0.

Dosazeńım bodu (0, 0) tedy máme

∂2u

∂x2
(0, 0) +

∂2v

∂x2
(0, 0) + 1 = 0,

∂2u

∂x2
(0, 0)− ∂2v

∂x2
(0, 0) + 2 = 0.

Soustava má jedno řešeńı

∂2u

∂x2
(0, 0) = −3

2
,

∂2v

∂x2
(0, 0) =

1

2
.

Po zderivováńı (5) podle y źıskáme:

− sinu

(
∂u

∂y

)2

+ cosu
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂y2
+ 2 = 0,

∂2u

∂y2
+ sin v

(
∂v

∂y

)2

− cos v
∂2v

∂y2
+ 4 = 0.

Dosazeńım bodu (0, 0) źıskáme soustavu pro derivace v bodě (0, 0):

∂2u

∂y2
(0, 0) +

∂2v

∂y2
(0, 0) + 2 = 0,

∂2u

∂y2
(0, 0)− ∂2v

∂y2
(0, 0) + 4 = 0.

Soustava má řešeńı
∂2u

∂y2
(0, 0) = −3,

∂2v

∂y2
= 1.
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Derivaćı (4) podle y dostaneme:

− sinu
∂u

∂x

∂u

∂y
+ cosu

∂2u

∂x∂y
+

∂2v

∂x∂y
= 0,

∂2u

∂x∂y
+ sin v

∂v

∂x

∂v

∂y
− cos v

∂2v

∂x∂y
= 0.

a tedy v bodě (0, 0)
∂2u

∂x∂y
(0, 0) +

∂2v

∂x∂y
(0, 0) = 0,

∂2u

∂x∂y
(0, 0)− ∂2v

∂x∂y
(0, 0) = 0,

což vede k
∂2u

∂x∂y
(0, 0) =

∂2v

∂x∂y
(0, 0) = 0.

Určeńı lokálńıch extrémů:

Pro funkci u(x, y) je Hessova matice druhých derivaćı v bodě (0, 0)

H(u)|(0,0) =
(
− 3

2 0
0 −3

)
.

To je matice negativně definitńı a tedy u má v bodě (0, 0) lokálńı maximum.

Pro funkci v(x, y) je Hessova matice

H(v)(0,0) =

(
1
2 0
0 1

)
.

To je pozitivně definitńı matice a v má tedy v bodě (0, 0) lokálńı minimum.


