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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Priklad 1 2 3 4 5 Body
Maximum bodu 5 7 4 7 7 30

Ziskané body

[5] 1. Uvazujte plochu, kterd je omezend a vymezend funkcemi (kiivkami)

1/1:2\/5» Yo = 3, Y3 =3 —x.
Spoctéte jeji obsah.

>~ _

|l O-

Obrazek 1: Graf plochy vymezené y1, y2 a y3

ResSeni:

Pro vypocet obsahu oblasti ohrani¢ené témito kiivkami nejprve nalezneme pruseciky
téchto kiivek.

Prusecik krivek y; a yo:
9

a tedy prusecik je P12 = [9/4,3].

Prusecik krivek yo a ys:

Y=Y — 3=3—x — x=0
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a tedy prusecik je Pog = [0, 3].

Prasecik kiivek y; a ys:
p=y3 = 2/r=3—2 = 4dr=9-62+2> = 0= (z—1)(z—9)

Resen{ 2 = 9 ale musime, vylouéit nebot nespliuje pivodni zadéni. Jedniny prisecik je
tedy Py3 = [1,2] a oblast je tedy ohranicena body [0,3], [2,3] a [1,2]. Rozdélime oblast
na dvé ¢asti podle hodnot z.

Oblast 1: Ohranicens shora kiivkou y = 3 a zdola kiivkou y = 24/, pro = € [0,1].
Obsah této oblasti je ddn integralem:

©

4.%‘3/2:|Z
3 1

4 6 12°

1 1
Slz/(3—2\/9f)dx:[3x— L
1

Oblast 2: Ohranic¢end shora kfivkou y = 3 a zdola kiivkou y = 3 — z, pro = € [1, 7}.
Obsah této oblasti je ddn integralem:

52:/01(3—(3—m))dx:/01xdx: {x;]::;

Celkovy obsah je tedy

1 7 13
S—S1+SQ—§+E—E.
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[7] 2. Naleznéte Feseni ndsledujici diferencidlni rovnice
yW 43y — 4y = 8sin’x

s pocatecnimi podminkami

Reseni:

ResSeni homogenni rovnice:
Nejprve najdeme obecné feseni homogenni rovnice

y® 4+ 3y" — 4y = 0.
Cahrakteristicka rovncie ma tvar
M43N?—4=0 = (N+4HN-1)=0 = \==+1,+2i.
Obecné teseni homogenni rovnice je tedy
yn(x) = Cre” + Cae™® + C5cos(2x) 4+ Cy sin(2z).
Partikularni feSeni:
Nejdiive upravime pravou stranu pomoci identity

1-— 2
sin? x = y — 8sin’x =4 — 4cos(27).

Rovnice tedy pfejde na

y W + 3y — 4y = 4 — dcos(2z).

Prav4 strana mé tedy specidln{ tvar a to konstantu a cos(2z), které jsou souc¢dst{ homo-
genniho feSeni. Partikularni feseni tedy hledame ve tvaru

yp(x) = A+ x(B cos(2z) + Csin(2z)).
Spocteme prvni ¢tyii derivace

y,(x) = Bcos(2z) + C'sin(2z) + 2(—2Bsin(2x) + 2C cos(2x)),

Yy, (z) = —4Bsin(2z) + 4C cos(2x) + x(—4B cos(2z) — 4C'sin(2x)),
y3) (x) = —12B cos(2z) — 12C sin(2x) + (8B sin(2z) — 8C cos(2x)),
yz(f)(x) = 32Bsin(2x) — 32C cos(2x) + (16 B cos(2z) + 16C sin(2x))
Po dosazeni do rovnice a tipravach dostaneme

4
4 —4cos(2z) = 1(, ) + 3y, — 4yp
= 32Bsin(2z) — 32C cos(2x) + (16 B cos(2z) 4+ 16C sin(2z))
+ 3 (—4Bsin(2z) + 4C cos(2x) + x(—4B cos(2x) — 4C sin(2x)))
— 4 (A + z(Bcos(2x) + C'sin(2x)))
= 20Bsin(2x) — 20C cos(2x) — 4A.
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Porovnanim s pravou stranou ziskame feSeni

a tedy
1
yp(x) = -1+ 5% sin(2z).

Celkové Fesenti:
Obecné feseni ma tedy tvar

1
y(x) = Cre” + Coe™" 4+ C5cos(2x) + Cysin(2z) — 1 + 5% sin(2x)
a konstanty ur¢ime pomoci poc¢ateénich podminek. Spo¢teme prvni tii derivace

1 2

y'(z) = Cre® — Coe™ ™ — 2C5 sin(2z) + 2C4 cos(2x) + £ sin(2x) + 5T cos(2x),
4 4

y"(z) = C1e” + Cae™ " — 4C5 cos(2x) — 4Cy sin(2z) + = cos(2z) — = sin(2z),

12
y"(x) = C1e® — Cae™" + 8C5 sin(2z) — 8Cy cos(2x) — = sin(2x) — gx cos(2z),

a tedy
y(0)=C1+Co+C5—1=0
y'(0)=Cy — Cy +2C, =0
y"(0)=01+02—4c3+§=o
Yy 0)=C, —Cr,—8C, =0

Tato soustava se da rychle vyfesit. Druhd a ¢tvrtd rovice dava Cy = 0. Prvni a tfeti
rovnice vede k C3 = 4. Zbytek uz snadno dofesime C; = Cp = (1 — C3)/2 = 8/25.
Kompletni feSeni je tedy

8 8 9
y(r) = g + gee" + oz cos(2r) + %sin(?x) 1
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[4] 3. Urcete soucet fady

> nnz”
ngl(_ ) W?

pro ta x € R, pro ktera rada konverguje.

Reseni:

Oznacme

nx"
n

fla) =Y 1

Jednd se o mocninou fadu. Uréime polomér konvergnece.

Es
n

(=D)"n
27L

1

5"

lim
n— o0

Polomér konvergence je tedy R = 2. Pro |z| < R tedy fada konverguje absolutné a
muZzeme ji integrovat a derivovat ¢len po ¢lenu. Pro x = +2 fada nekonverguje,
protoze neni splnéna nutnd podminka konvergence.

Pro z € (—R, R) méme

fla) =2y et = (fﬁ (2?”1:") =z (i (2)>

n=1
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4. Uvazujte funkei f : R2 = R definovanou jako

fla,y) = (a* + Ayt V",

kde A € R je zadany parametr. Najdéte vSechny globalni extrémy funkce f.

Bonusové 3 body lze ziskat za urceni vSech lokalnich extrému a sedlovych bodu funkce f.

ResSeni:

Parcialni derivace prvniho fadu:
Parcialni derivace prvniho fadu jsou

% =4a3(1 — 2t — Ay4)e*$4*y4,
% = 4P (A -2t = Ayhem

Kritické body:
Hleddme hodnoty (z,y), kde 0, f = 0 a 9, f = 0. Mus{ byt splnény podminky

e bud z =0, nebo 1 —z* — Ay* =0
e bud y =0, nebo A — 2* — Ay* =0

V obou pripadech mame dvé moznosti, coz vede k néasledujicimu:

e Pokud x = y = 0, pak je v obou rovnicich splnéna prvn{ podminka a tedy (0,0) je
kriticky bod pro libovolné A.

e Pokud y = 0 a 2 # 0, potom musf platit 0 = 1 —z* — Ay* =1 — 2%, a tedy z = £1
a tedy (%1, 0) je kriticky bod pro libovolné A.

e Pokud x = 0 a y # 0, potom musf platit 0 = A — 2* — Ay* = A(1 — y*), a tedy
bud y = +1 nebo A =0 a tedy a (0,+1) je kriticky bod pro libovolné A, a pokud
A =0, pak (0,y) je kriticky bod pro kazdé y.

e Pokud z # 0 a y # 0, potom musi platit 0 = A — 2* — Ay* = 1 — z* — Ay*. Tyto
rovnice jsou feSitelné jediné pokud A = 1. Potom tedy pro A = 1 jsou kritické
body lezici na kiivce o 4 y* = 1.

Charakteristika extrémi:
Nejdrive neni tézké si uvédomit, ze f je omezena funkce. Vskutku, prechodem k polarnim
soufadnicim ziskdme

(=2 4y?)?

T4
(2, y)] < A+ A +yhe @) < (LA (2 +y2)2%e 2 < (L+|A)rte T

- . . . . S 4t
a vidime, ze funkce vpravo je omezena. Navic plati lim, ,., r*e~2 = 0 a proto pro

|(z,y)| — oo funkce f konverguje k nule. Navic mame f(0,0) = 0 a f je spojitd a
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omezena, musi tedy nabyvat globalnich extrému. Vyéisleme hodnoty f v podezielych

bodech:
( ?0) = 0,
F(£1,0) =™
f(0,£1) = Ae
f(0,y9)=0 pro A =0,
y)

f(z, proA=1 az*+y*=1.

Nyni staci jen vSechny hodnoty porovnat a ziskat globalni minimum m a globdlni maxi-
mum M:

e A =0-YV tomto piipadé je funkce nezdpornd a evidentné tedy nabyvé globalniho
minima m = 0 ve vSech bodech (0,y). Protoze funkce musi nabyt svého maxima,
jedind moznost je pak body (£1,0) a M = e~ !

e A€ (0,1)-V tomto pripadé je funkce nezdpornd a evidentné tedy nabyva globalniho
minima m = 0 v bodé (0, 0). Protoze funkce musi nabyt svého maxima, provnanim
véech hodnot vidime, e jedind moznost je M = e~! a nabyvé se v bodech (+1,0)
(funkéni hodnota je zde vétsi nez v bodech (0, £1).

e A =1-V tomto piripadé je funkce nezdporna a evidentné tedy nabyva globdlniho
minima m = 0 v bodé (0,0). Protoze funkce musi nabyt svého maxima, jedind
moznost je pak body (z,y) spliiujici 2% +y* = 1, coz jsou body maxima M = e~ 1.

e A >1-YV tomto piipadé je funkce nezdpornd a evidentné tedy nabyva globalniho
minima m = 0 v bodé (0,0). Protoze funkce musi nabyt svého maxima, jedind
moznost je pak body (0,+1) (funkén{ hodnota je zde vétsi nez v bodech (+1,0))
a maximum M = Ae™ L.

e A < 0 - Protoze funkce musi nabyt svého maxima i minima (nabyvéd kladnych
i zdpornych hodnot a v nekoneénu konerguje k nule), jedind moznost je pak Ze
body (0,+1) jsou body globalniho minima m = Ae~! a body (£1,0) jsou body
globalnfho maxima M = e~ .

Bonusova ¢ast

Parcialni derivac druhého i#adu:
Parcidlni derivace druhého fadu jsou

2 4 4
% =dz?e™ 7V (3(1— at — Ay?) —da* — 42t (1 — 2t Ay4))
*f 2 —at—yt 4 4 4 4 4 4
8—y2:4ye (3(A —z* — Ay*) — 4A4y* — 4y* (A — 2 — Ay?))
2 4 4
Efrgy = —162%y’e " ¥ (A+1- zt — Ay4) .

Hessova matice a klasifikace: L.
O definitnosti Hessovy matice nerozhoduje funkce 4e=% ~¥ | proto ji vytkneme. Zajima
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nas tedy matice M definovana jako

:1:4+y4
M="5 —H
- 22 ((3 —4a*) (1 — 2 — Ay?) — 4964)) —4a3y3 (A +1—z*— Ay4)
o —da3y3 (A +1—z*— Ay4) y? ((3 —4yM) (A — 2t — Ay?) — 4Ay4)

Postupné do Hessovy matice dosadime vSechny body podezielé z extrému. Zacneme s
témi, které jsou podezielé bez ohledu na hodnotu A.

Aﬂ&®:<88>
M(#£1,0) = <_04 8)

AﬂQiD:<8<jA)

Vidime, Ze ani v jedné moznosti nemuzeme s jistotou urcit extrém, protoze matice jsou
prinejlepsim semidefinitni. V prvnim pfipadé nevime nic, v druhém piipadé vime, ze to
neni bod minima, ale muze byt sedlovy bod i bod maxima, ve tfetim piipadé zavisi na
znaménku A a jsme bud’ ve stejném situaci jako pred tim nebo zcela opaéné.

Jesté mame dasi podeztelé body pro specidlni hodnoty A. Pro A = 0 jsou to body (0, y)
a pro A = 1 jsou to body spiujici * + y* = 1. Pro M méame

M(0,y) =" <8 8)

A=latyyi=1 [ —4ab  —da3y?
M(I,y) = <—4w3y3 _4y6

V prvnim piipadé tedy nemuzeme iici nic, v druhém piipadé je matice negativné semi-
definitni a tedy nemuze jit o bod minima, ale muze to byt bod maxima nebo sedlovy
bod.

Z tvah o globdlnich extrémech médme uz nékteré body vyfesené (je v nich globaln{
extrém) a zbyvé diskutovat bod (0,0) pro A < 0, body (0,41) pro A € (0,1) a body
(£1,0) pro A > 1.

e Bod (0,0) a A < 0: Mdme
f0,y) <0=£(0,0) < f(x,0)
pro viechna x # 0 a y # 0. Bod (0,0) je tedy pro A < 0 sedlovy bod.
e Pro A€ (0,1) a body (0,£1): Upravme
f(z,y) = (x4+Ay4)e_””4_y4 = A(x4+y4)e_(””4+y4) +(1 —A):c4e_(””4+y4) > f(0,1),

kde posledni nerovnost plati pro jakékoliv z # 0 a y spliujici 2 + y* = 1. Na
druho stranu, protoze

£(0,9) = Ay'e™" =: g(y),
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mé globalni ostré maximum v bodechy = +1, je ziejmé, ze
f(0,y) < f(0,+1)
pro kazdé y # +1 a tedy (0, 1) je sedlovy bod.

e Pro A > 1 abod (£1,0): Obdobné jako vyse ziskdme, ze (£1,0) je sedlovy bod.
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[7] 5. Necht F: R® — R je zaddna jako

F(x,y,2) =2y — 22+ eV o — (y — 1).

e Dokazte, ze v okolf bodu (0,1, —1) lze vyjadfit z jako funkei z = g(x,y).

e Spocitejte parcidlni derivace %(0, 1) a 2—5(07 1).

e Rozhodnéte, zda mé funkece z = g(z,y) v bodé (0, 1) lokdln{ extrém, a pokud ano, uréete
jeho typ.

Reseni:

Aplikace véty o implicitni funkci: Funkce F(z,y, z) je slozeninou hladkych funkei
= F € C2. Spocitejme hodnotu funkce a parcialn{ derivaci podle z v bodé (0,1, —1):

F(0,1,-1)=0—1+e""1"1—0—-0=0,

oF oF
o _ o, o prtyte or
0z ahe 0z
Dle véty o implicitni funkci existuje funkce z = g(z,y), definovana v okoli bodu (0, 1),
takovd ze F(x,y,g(z,y)) = 0 a g m4 spojité druhé derivace.
Ovéreni Vg(0,1) = (0,0):
Ovérime, ze gradient funkce g v bodé (0,1) je nulovy a tedy, ze jde o bod podeziely z
lokélniho extrému. Vyjdeme z rovnosti F(x,y, g(x,y)) = 0, kterou zderivujeme podle x

(0,1,-1)=2+1=3#0.

a podle y:

0= 8F($,y,g(1’,y)) _ a(ny - g(ﬁﬂ, y)2 + €x+y+g(m,y) — T — (y - 1))
a ox N ox
= 22y + e*HYTI@Y) o (e2HVFI@Y) _ o0 (y, y))iaggj’ Y _ 1

T

o OF(@y,9(2.y)) _ 0@y — g(x,y)® + =900 — g — (y — 1))
B Ay B Ay
— 22 4 ertytg(ey) 4 (ew+y+g(w,y) _ 29($7y))w -1

Y

Dosadime (z,y) := (0,1) a g(0,1) := —1

99(0,1) 99(0,1) 99(0,1)
0 0
0=¢"+(e" +2) - 1=3 - == - 0
0g(0,1) 0g(0,1) 0g(0,1)
0 0 - =
0=ec¢"+ (e +2) " 1=3 " == " 0.

a tedy bod (0,1) muze byt bodem lokdlniho extrému.

Druhé parcialni derivace a Hessova matice:
Vy¢islime Hessovu matici. Zderivujeme vyse odvozené formulky dosadime bod (0,1) a
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pouzijeme i vztah Vg(0,1) = (0,0) a dostaneme

0= (’% <2xy + emtutoley) 4 (ertuta(®y) o (z, y))

9%9(0,1) _ 9%9(0,1)

Hessova matice v bodé (0,1) mé tedy tvar

_ _1
CE)
3 3

8 n
0= o (2xy + e Tta@y) o (oo tyte@y) _ o4 (x 1))
99(0,1) 82g(0,1) 1
=1+3 - _
+ dxdy — 0x0y 3
0= 2 22 4 et tyte(zy) 4 (ez+y+g(x,y) —2g(x y))M 1
(9y 9 ay
9%9(0,1) 92¢(0,1) 1
=1+3 = - _
Ty dy? 3

ox

dg(z,y) 1>
or ©.1)

9g(z,y) 1)
1)

(0,1)

coz je matice negativné definitni. Funkece g(z, y) m4 tedy v bodé (0, 1) lokdlni maximum.




