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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Body

Maximum bod̊u 5 7 7 6 5 30

Źıskané body

1.[5] Určete objem toroidu, který vznikne rotaćı množiny K kolem osy x, kde

K := {(x, y) ∈ R2; x2 + 9(y − 1)2 < 9}.

Řešeńı:

Množina K se dá popsat jako

K =

{
(x, y) ∈ R2; x ∈ (−3, 3), 1−

√
1− x2

9
< y < 1 +

√
1− x2

9

}
.

Pro výpočet objemu můžeme použ́ıt vzorec

V = π

∫ b

a

f2(x)− g2(x) dx,

pokud teleso vznikne rotaćı kolem osy x plochy ohraničné g(x) < y < f(x) a x ∈ (a, b).

Dosad́ıme do našeho zadáńı a źıskáme

V = π

∫ 3

−3

(
1 +

√
1− x2

9

)2

−

(
1−

√
1− x2

9

)2

dx = 4π

∫ 3

−3

√
1− x2

9
dx.

Použijeme substituci:
x = 3 sin t, dx = 3 cos t dt

kde interval (−π
2 ,

π
2 ) se zobraźı prostě na (−3, 3). Dosad́ıme a źıskáme

V = 4π

∫ 3

−3

√
1− x2

9
dx = 12π

∫ π
2

−π
2

√
1− sin2 t cos t dt = 12π

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt

= 6π

∫ π
2

−π
2

1 + cos(2t) dt = 3π[2t− sin(2t)]
π
2

−π
2
= 6π2.
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2.[7] Na intervalu [−π, π] najděte alespoň jedno řešeńı úlohy

y′ = (y − 1)
1
3 sinx,

y(−π) = 0,

y(π) = 2.

Je toto řešeńı jednoznačné?

Řešeńı:

Úloha má stacionárńı řešeńı y ≡ 1. Pravá strana ODR je Lipschitzovsky spojitá kromě
bodu y = 1. Pokud tedy y0 ̸= 1 pak každým bodem (x0, y0) procháźı právě jedno řešeńı
(jdenoznačnost myšlena na okoĺı bodu x0) a k větveńı může doj́ıt pouze pokud y0 = 1.

Pro y ̸= 1 budeme úlohu řešit separaćı proměnných.

y′ = (y − 1)
1
3 sinx,

y′

(y − 1)
1
3

= sinx,

3

2

(
(y − 1)

2
3

)′
= (− cosx)′,

(y − 1)
2
3 = C − 2

3
cosx,

y = 1±
(
C − 2

3
cosx

) 3
2

,

kde výraz C − 2
3 cosx muśı být nezáporný!

Nejdř́ıve vyřeš́ıme, jak vypadá řešeńı v okoĺı bod̊u x = ±π, kde použijeme předepsané
podmı́nky.

0 = y(−π) = 1±
(
C − 2

3
cos(−π)

) 3
2

= 1±
(
C +

2

3

) 3
2

Z této podmı́nky źıskáme, že C = 1
3 a že muśıme volit znaménko mı́nus. Ještě ověř́ıme,

na jakém intervalu je 1
3 − 2

3 cosx ≥ 0, což je pro x ∈ [−π,−π/3] a tedy řešeńı muśı být
nutně ve formě

y = 1−
(
1

3
− 2

3
cosx

) 3
2

x ∈ [−π,−π/3].

Podobně

2 = y(π) = 1±
(
C − 2

3
cos(π)

) 3
2

= 1±
(
C +

2

3

) 3
2

Z této podmı́nky źıskáme, že C = 1
3 a že muśıme volit znaménko plus. Ještě ověř́ıme na

jakém intervalu je 1
3 − 2

3 cosx ≥ 0, což je pro x ∈ [π/3, π] a tedy řešeńı muśı být nutně
ve formě

y = 1 +

(
1

3
− 2

3
cosx

) 3
2

x ∈ [π/3, π].
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Řešeńı je tedy jednoznačně určeno na intervalech [−π,−π/3] a [π/3, π]. Na intervalu
(−π/3, π/3) ho můžeme dodefinovat např. jako y ≡ 1.

Co se týče jednoznačnosti: může se vyskytnout pouze na intevalu (−π/3, π/3) a to pouze
v př́ıpadě, když existuj́ı x1,2 ∈ (−π/3, π/3) a C takové, že C1 − 2

3 cosx1,2 = 0 a nav́ıc
muśı platit, že C1 − 2

3 cosx ≥ 0 na (x1, x2). Posledńı podmı́nka je ale nesplnitelná. Ze
sudosti cos a z jeho prostoty na (0, π) plyne, že x1 = −x2. na intervalu (x1, 0) je ale
funkce C1− 2

3 cosx klesaj́ıćı a a tedy záporná, což odporuje předpoklad̊um. Na intervalu
(−π/3, π/3) je tedy jediná možnost a celkem tedy máme

y =


1−

(
1

3
− 2

3
cosx

) 3
2

x ∈ [−π,−π/3],

1 x ∈ [−π/3, π/3],

1 +

(
1

3
− 2

3
cosx

) 3
2

x ∈ [π/3, π]
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3.[7] Bud’ α ∈ R. Uvažujte řadu

∞∑
n=1

sin

(
n2

n+ 1

)
ln

(
nα

nα + 1

)
.

Rozhodněte, pro která α ∈ R řada konverguje absolutně, konverguje, či diverguje.

Nápověda: Pokud by se vám nedařilo vyřešit výše uvedený problém, soustřed’te se na řadu

∞∑
n=1

sin(n) ln

(
nα

nα + 1

)
.

Pokud vyřeš́ıte kompletně tento př́ıklad źıskáte 3.5 bodu.

Řešeńı:

Označ́ıme

an := sin

(
n2

n+ 1

)
, cn := ln

(
nα

nα + 1

)
Zkoumejme chováńı jednotlivých posloupnost́ı:

lim
n→∞

an neexistuje,

lim
n→∞

cn =


0 pro α > 0,

− ln 2 pro α = 0,

−∞ pro α < 0.

Nutná podmı́nka konvergence: Neńı splněna pro α ≤ 0. Pro tato α tedy řada ne-
konverguje.

Absolutńı konvergence: Plat́ı

|ancn| ≤ |cn| =
∣∣∣∣ln(1− 1

nα + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

nα + 1
≤ 1

nα
.

Můžeme tedy použ́ıt klasický výsledek a vid́ıme, že řada konverguje absolutně pro α > 1.

Neabsolutńı konvergence: Ukážeme, že pro α ∈ (0, 1] řada konverguje neabsolutně.

Neǰŕıve pro an źıskáme

an = sin

(
n2

n+ 1

)
= sin

(
n− n

n+ 1

)
= sinn cos

(
n

n+ 1

)
− cosn sin

(
n

n+ 1

)
.

Nyńı posloupnosti cos
(

n
n+1

)
a sin

(
n

n+1

)
konverguj́ı monotónně k cos 1 a sin 1 a dle

Abelova kritéria výsledná řada bude konvergovat, pokud konverguj́ı řady
∑

cosncn a∑
sinncn. Protože cosn i sinn maj́ı omezené posloupnosti částečných součt̊u, můžeme

použ́ıt Dirichletova kritéria a ukázat konvergneci řad
∑

sinncn a
∑

cosncn za předpokladu,
že ukážeme, že posloupnost cn konverguje monotónně k nule. Protože pro α > 0

nα

1 + nα
↗ 1 =⇒ cn ↗ 0.
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Můžeme tedy použ́ıt Dirichletova kritéria a vid́ıme, že řada
∑

ancn konverguje.

Naopak, protože

2|an||cn| ≥ 2(an)
2|cn| = −2 sin2

(
n2

n2 + 1

)
cn = −cn + cn cos

(
2n2

n2 + 1

)
Nyńı ∑

n

|an||cn| ≥ −
∑

cn +
∑

cos

(
2n2

n2 + 1

)
cn.

Řada
∑

cn ale diverguje (pro α ∈ (0, 1]) a řada
∑

cos
(

2n2

n2+1

)
cn konverguje, což se

ukáže jako výše.

Shrnut́ı:

• α ≤ 0 - diverguje

• α ∈ (0, 1] konverguje neabsolutně

• α > 1 konverguje absolutně
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4.[6] Uvažujte funkci f : R2 → R definovanou jako

f(x, y) =
1

3
x3 + x2y + xy2 +

1

3
y3 +

1

2
x2 +

1

2
y2 + Cxy,

kde C je reálný parametr. Určete globálńı extrémy, lokálńı extrémy a sedlové body funkce f .

Stač́ı uvažovat pouze př́ıpad C ̸= 1. Pokud vyřeš́ıte i př́ıpad C = 1, pak to vede k źıskáńı dvou bonusových

bod̊u.

Řešeńı:

Nejdř́ıve vypočteme všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu:

∂f

∂x
= x2 + 2xy + y2 + x+ Cy,

∂f

∂y
= y2 + 2xy + x2 + y + Cx,

∂2f

∂x2
= 2x+ 2y + 1,

∂2f

∂y2
= 2y + 2x+ 1,

∂2f

∂x∂y
= 2x+ 2y + C.

Hledejme body, ve kterých jsou prvńı derivace nulové

x2 + 2xy + y2 + x+ Cy = 0,

y2 + 2xy + x2 + y + Cx = 0,

Odečteńım od sebe źıskáme
(1− C)(x− y) = 0.

Př́ıpad C = 1: V tomto př́ıpadě jsou obě rovncice závislé a máme

0 = x2 + 2xy + y2 + x+ y = (x+ y)2 + (x+ y) = (x+ y)(x+ y + 1).

A nulové body jsou tedy dvě př́ımky {(x, y);x + y = 0}, {(x, y);x + y = −1}. Urč́ıme
Hessián

H =

(
2x+ 2y + 1 2x+ 2y + C
2x+ 2y + C 2x+ 2y + 1

)
=


(
−1 −1
−1 −1

)
pro x+ y = −1(

1 1
1 1

)
pro x+ y = 0.

V obou př́ıpadech jde o matici semidefinitńı a o extrémech neř́ıká nic.

Zkusme tedy upravit funkci f pokud C = 1. Potom

f(x, y) =
1

3
(x+ y)3 +

1

2
(x+ y)2 =

1

6
(x+ y)2(2(x+ y) + 3).
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Nejdř́ıve body typu x = −y: V tomto př́ıpadě f(x,−x) = 0 a pro bod (x+h1,−x+h2),
což je bod v okoĺı (x,−x) pro |hi| ≪ 1, máme

f(x+h1,−x+h2) =
1

6
(x+h1−x+h2)

2(2(x+h1−x+h2)+3) =
1

6
(h1+h2)

2(2(h1+h2)+3) ≥ 0,

pokud |h1|+ |h2| ≤ 1. Tedy jde o bod lokálńıho minima.

Nyńı body typu x = −y − 1: V tomto př́ıpadě f(x,−x− 1) = 1
6 (−1)2(−2 + 3) = 1

6 . Pro
bod (x+ h1,−x+ h2 − 1), což je bod v okoĺı (x,−x− 1) pro 0 ≤ hi ≪ 1, máme

f(x+ h1,−x+ h2 − 1) =
1

6
(−1 + h1 + h2)

2(2(−1 + h1 + h2) + 3)

=
1

6
(1 + (h1 + h2)

2 − 2(h1 + h2))(1 + 2(h1 + h2))

=
1

6
+

1

6
(h1 + h2)

2 (−3 + 2(h1 + h2)) ≤
1

6

pokud |h1|+ |h2| ≤ 1. Tedy jde o bod lokálńıho maxima.

Př́ıpad 1 ̸= C: V tomto př́ıpadě v́ıme, že x = y a dosad́ıme

0 = x2 + 2xy + y2 + x+ Cy = 4x2 + (1 + C)x = x(4x+ 1 + C)

Máme tedy dva body podezřelé z extrému a to (0, 0) a (− 1+C
4 ,− 1+C

4 ). Vyč́ısĺıme Hessovu
matici

H =

(
2x+ 2y + 1 2x+ 2y + C
2x+ 2y + C 2x+ 2y + 1

)
=


(
1 C
C 1

)
pro (x, y) = (0, 0)(

−C −1
−1 −C

)
pro (x, y) = (−1 + C

4
,−1 + C

4
).

Př́ıpad C = 1 je diskutován už výše a tedy ho můžeme vyloučit.

Nyńı tedy, pokud C2 < 1, potom prvńı matice je pozitivně definitńı a bod (0, 0) je bodem
lokálńıho minima. Naopak druhá matice je indefinitńı a (− 1+C

4 ,− 1+C
4 ) je sedlový bod.

Obráceně pokud C2 > 1, pak je prvńı matice indefinitńı a tedy (0, 0) je sedlový bod
a naopak bod (− 1+C

4 ,− 1+C
4 ) je bodem lokálńıho minima (pokud C < −1) a maxima

(pokud C > 1).

Př́ıpad C = −1 nelze rohodnout na základě matice druhých derivaćı, nav́ıc máme jen
jeden podezřelý bod (0, 0). Opět funkci uprav́ıme (C = −1)

1

3
x3 + x2y + xy2 +

1

3
y3 +

1

2
x2 +

1

2
y2 + Cxy =

1

3
(x+ y)3 +

1

2
(x− y)2

a tedy vid́ıme, že pro x > 0

f(−x,−x) = −1

3
x3 < f(0, 0) < f(x, x)

a tedy bod (0, 0) neńı bodem extrému a ani neńı sedlový bod.

Globálńı extrémy:
Protože

lim
x→±∞

f(x, 0) = ±∞,

vid́ıme, že funkce nemá globálńı extrémy.
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5.[5] Uvažujte funkci

f(x, y) =


x

4
3 y

2
3

(x2 + 4y2)α
, pro (x, y) ̸= (0, 0),

0, pro (x, y) = (0, 0),

kde α ∈ R je reálný parametr. Rozhodněte v závislosti na parametru α, zda funkce f :

• je spojitá v bodě (0, 0),

• existuj́ı všechny parciálńı derivace v bodě (0, 0),

• existuje totálńı diferenciál v bodě (0, 0).

Řešeńı:

Spojitost v bodě (0, 0):
Přeṕı̌seme funkci do pozměněných polárńıch souřadnic

x = r cos θ, y =
r

2
sin θ =⇒ x2 + 4y2 = r2.

Potom

f(x, y) =
x

4
3 y

2
3

(x2 + 4y2)α
=

r
4
3 cos

4
3 θ · r 2

3 sin
2
3 θ

2
2
3 r2α

= r2(1−α) cos
4
3 θ sin

2
3 θ

22/3
.

Nyńı, určit lim(x,y)→(0,0) je to samé jako limr→0. Z výše uvedeného źıskáme

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
r→0+

r2(1−α) cos
4
3 θ sin

2
3 θ

22/3
= 0,

pouze pokud α < 1. Funkce je tedy spojitá v bodě (0, 0) pro α < 1.

Parciálńı derivace v bodě (0, 0):
Parciálńı derivaci spoč́ıtáme př́ımo podle definice

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0

a
∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0.

Parciálńı derivace existuj́ı vždy, bez ohledu na α.

Totálńı diferenciál v bodě (0, 0):
Pokud totálńı diferenciál existuje pak muśı být roven ∇f(0, 0) = (0, 0) a muśı platit
následuj́ıćı limita

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)−∇f(0, 0) · (x, y)√
x2 + y2

= 0.

Z předchoźı části v́ıme, že f(0, 0) = 0 a parciálńı derivace jsou nulové, takže se limita
zjednoduš́ı na

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x
4
3 y

2
3√

x2 + y2(x2 + 4y2)α
.
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Přechodem k souřadnićım

x = r cos θ, y =
r

2
sin θ =⇒ x2 + 4y2 = r2.

dostáváme

lim
(x,y)→(0,0)

x
4
3 y

2
3√

x2 + y2(x2 + 4y2)α
= lim

r→0+

r
4
3 cos

4
3 θr

2
3 sin

2
3 θ

2
2
3 r2α

√
r2 cos2 θ + r2

4 sin2 θ

= lim
r→0+

r1−2α cos
4
3 θ sin

2
3 θ

2
2
3−1

√
1 + 3 cos2 θ

= 0,

pokud α < 1
2 . Funkce má totálńı diferenciál v bodě (0, 0) právě tehdy, když α < 1

2 .


