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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Př́ıklad 1 2 3 4 Body

Maximum bod̊u 4 6 12 8 30

Źıskané body

1.[4] Spočtěte

lim
x→0

43
x − 34

x − cosx− ln(3 + x) ln(4 + x) sinx

x2
.

Řešeńı:

Jde o limitu 0
0 . Limitu spoč́ıtáme použit́ım l’Hopitalova pravidla (použitého dvakrát).

To vše za předpokladu, že limity vpravo existuj́ı, což nakonec ukážeme.

lim
x→0

43
x − 34

x − cosx− ln(3 + x) ln(4 + x) sinx

x2

= lim
x→0

(43
x − 34

x − cosx− ln(3 + x) ln(4 + x) sinx)′

(x2)′

= lim
x→0

ln 3 ln 4(43
x

3x − 34
x

4x) + sinx− ln(3 + x) ln(4 + x) cosx− ln(4+x) sin x
3+x − ln(3+x) sin x

4+x

2x

= lim
x→0

ln 3 ln 4(43
x

3x − 34
x

4x)− ln(3 + x) ln(4 + x) cosx

2x

+ lim
x→0

sinx

2x

(
1− ln(4 + x)

3 + x
− ln(3 + x)

4 + x

)
= lim

x→0

(
ln 3 ln 4(43

x

3x − 34
x

4x)− ln(3 + x) ln(4 + x) cosx
)′

(2x)′

+
1

2

(
1− ln 4

3
− ln 3

4

)
= lim

x→0

(ln 3 ln 4)2(43
x

32x − 34
x

42x) + ln 3 ln 4(43
x

3x ln 3− 34
x

4x ln 4)

2

−
ln(4+x) cos x

3+x + ln(3+x) cos x
4+x − ln(3 + x) ln(4 + x) sinx

2

+
1

2

(
1− ln 4

3
− ln 3

4

)
=

(ln 3 ln 4)2 + ln 3 ln 4(4 ln 3− 3 ln 4)

2
− ln 4

3
− ln 3

4
+

1

2
.
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2.[6] Spočtěte limitu

lim
x→0

(ex−x2 − cosx− 5 sinx+ 4x)2

x10

Řešeńı:

Limitu budeme řešit pomoćı Taylorova rozvoje známých funkćı. Použijeme

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
+ o(x5),

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!

Dı́ky rozvoji

ey = 1 + y +
y2

2
+

y3

3!
+

y4

4!
+

y5

5!
+ o(y5)

a po zavoleńı y := x− x2 źıskáme

ex−x2

= 1 + x− x2 +
(x− x2)2

2
+

(x− x2)3

3!
+

(x− x2)4

4!
+

(x− x2)5

5!
+ o((x− x2)5)

= 1 + x− x2 +
x2 − 2x3 + x4

2
+

x3 − 3x4 + 3x5

3!
+

x4 − 4x5

4!
+

x5

5!
+ o(x5)

Př́ımým dosazeńım tak źıskáme

ex−x2

− cosx− 5 sinx+ 4x

= 1 + x− x2 +
x2 − 2x3 + x4

2
+

x3 − 3x4 + 3x5

3!
+

x4 − 4x5

4!
+

x5

5!

− 1 +
x2

2!
− x4

4!
− 5x+ 5

x3

3!
− 5

x5

5!
+ 4x+ o(x5)

=
3x5

10
+ o(x5).

Což vede k

(ex−x2

− cosx− 5 sinx+ 4x)2 =
9x10

100
+ o(x10).

Konečně tedy źıskáváme

lim
x→0

(ex−x2 − cosx− 5 sinx+ 4x)2

x10
= lim

x→0

9x10

100 + o(x10)

x10
= lim

x→0

9

100
+

o(x10)

x10
=

9

100
.
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3.[12] Na maximálńım intervalu nalezněte primitivńı funkci∫
dx

3 + 2
√
|x2 − 6x+ 5|

dx

Řešeńı:

Vid́ıme, že integrand je spojitá funkce a tedy na celém R bude tedy existovat primitivńı
funkce. Intergál uprav́ıme∫

dx

3 + 2
√
|x2 − 6x+ 5|

=

∫
dx

3 + 2
√
|(x− 1)(x− 5)|

=

∫
dx

3 + 2|x− 5|
√

|x−1|
|x−5|

:= F

Uvažujme nyńı tři intervaly a to (−∞, a), (a, b) a (b,∞). Pak máme

F =



∫
dx

3 + 2(5− x)
√

x−1
x−5

na (−∞, 1)

∫
dx

3 + 2(5− x)
√

x−1
5−x

na (1, 5)

∫
dx

3 + 2(x− 5)
√

x−1
x−5

na (5,∞)

Na intervalu (−∞, 1) použijeme substituci

t :=

√
x− 1

x− 5
⇔ x =

5t2 − 1

t2 − 1
=⇒ dx =

−8t

(t2 − 1)2
dt, (−∞, 1) 7→ (0, 1).

Na intervalu (1, 5) použijeme substituci

t :=

√
x− 1

5− x
⇔ x =

5t2 + 1

t2 + 1
=⇒ dx =

8t

(t2 + 1)2
dt, (−∞, 1) 7→ (0,∞).

Na intervalu (5,∞) použijeme substituci

t :=

√
x− 1

x− 5
⇔ x =

5t2 − 1

t2 − 1
=⇒ dx =

−8t

(t2 − 1)2
dt, (5,∞) 7→ (1,∞).

V prvńım př́ıpadě tedy dostaneme (zde uvažujeme t ∈ (0, 1))

F =

∫
1

3 + 2(5− x)
√

x−1
x−5

dx = −8

∫
1

3− 2 4t
t2−1

t

(t2 − 1)2
dt

= −8

∫
1

3t2 − 3− 8t

t

t2 − 1
dt = −8

∫
1

(t− 3)(3t+ 1)

t

t2 − 1
dt

=

∫
− 3

10(t− 3)
+

1

2(t− 1)
− 1

2(t+ 1)
+

9

10(3t+ 1)
dt

= − 3

10
ln |t− 3|+ 1

2
ln |t− 1| − 1

2
ln |t+ 1|+ 3

10
ln |3t+ 1|

= − 3

10
ln(3− t) +

1

2
ln(1− t)− 1

2
ln(t+ 1) +

3

10
ln(3t+ 1)
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Po zpětném dosazeńı tak máme

F = − 3

10
ln

(
3−

√
x− 1

x− 5

)
+

1

2
ln

(
1−

√
x− 1

x− 5

)

− 1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 1

)
+

3

10
ln

(
3

√
x− 1

x− 5
+ 1

)
+ C na (−∞, 1).

V druhém př́ıpadě tedy dostaneme (zde uvažujeme t ∈ (0,∞))

F =

∫
1

3 + 2(5− x)
√

x−1
5−x

dx =

∫
1

3 + 8t
t2+1

8t

(t2 + 1)2
dt

=

∫
1

3t2 + 3 + 8t

8t

t2 + 1
dt =

∫
8t

(3t+ 4 +
√
7)(t+ (4−

√
7)/3)(t2 + 1)

dt

=

∫
8t

(3t+ 4 +
√
7)(t+ (4−

√
7)/3)(t2 + 1)

dt

=

∫
− 9

2
√
7(3t+ 4−

√
7)

+
9

2
√
7(4 +

√
7 + 3t)

+
1

1 + t2
dt

= − 3

2
√
7
ln(3t+ 4−

√
7) +

3

2
√
7
ln(4 +

√
7 + 3t) + arctan t

Po zpětném dosazeńı tak máme

F = − 3

2
√
7
ln

(
3

√
x− 1

5− x
+ 4−

√
7

)
+

3

2
√
7
ln

(
4 +

√
7 + 3

√
x− 1

5− x

)

+ arctan

√
x− 1

5− x
+ C1 na (1, 5).

V třet́ım př́ıpadě dostaneme (zde uvažujeme t ∈ (1,∞))

F =

∫
1

3− 2(5− x)
√

x−1
x−5

dx = −8

∫
1

3 + 2 4t
t2−1

t

(t2 − 1)2
dt

= −8

∫
1

3t2 − 3 + 8t

t

t2 − 1
dt = −8

∫
1

(t+ 3)(3t− 1)

t

t2 − 1
dt

=

∫
− 1

2(t− 1)
+

1

2(t+ 1)
− 3

10(t+ 3)
+

9

10(3t− 1)
dt

= −1

2
ln(t− 1) +

1

2
ln(t+ 1)− 3

10
ln(t+ 3) +

3

10
ln(3t− 1).

Po zpětném dosazeńı tak máme

F = −1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
− 1

)
+

1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 1

)
− 3

10
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 3

)

+
3

10
ln

(
3

√
x− 1

x− 5
− 1

)
+ C2 na (5,∞).
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Zbývá určit hodnoty konstant C1 a C2 tak, aby výsledná funkce byla spojitá na R.
Spočteme tedy

lim
x→1−

F (x) = lim
x→1−

− 3

10
ln

(
3−

√
x− 1

x− 5

)
+

1

2
ln

(
1−

√
x− 1

x− 5

)

− 1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 1

)
+

3

10
ln

(
3

√
x− 1

x− 5
+ 1

)
+ C

= − 3

10
ln 2 + C.

lim
x→1+

F (x) = lim
x→1+

− 3

2
√
7
ln

(
3

√
x− 1

5− x
+ 4−

√
7

)
+

3

2
√
7
ln

(
4 +

√
7 + 3

√
x− 1

5− x

)

+ arctan

√
x− 1

5− x
+ C1

=
3

2
√
7
ln

4 +
√
7

4−
√
7
+ C1

lim
x→5−

F (x) = lim
x→5−

− 3

2
√
7
ln

(
3

√
x− 1

5− x
+ 4−

√
7

)
+

3

2
√
7
ln

(
4 +

√
7 + 3

√
x− 1

5− x

)

+ arctan

√
x− 1

5− x
+ C1

=
π

2
+ C1

lim
x→5+

F (x) = lim
x→5+

−1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
− 1

)
+

1

2
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 1

)
− 3

10
ln

(√
x− 1

x− 5
+ 3

)

+
3

10
ln

(
3

√
x− 1

x− 5
− 1

)
+ C2

=
3

10
ln 3 + C2.

Aby F byla spojitá, je potřeba konstanty C1 a C2 zvolit takto:

C1 := − 3

2
√
7
ln

4 +
√
7

4−
√
7
− 3

10
ln 2 + C

C2 := − 3

10
ln 3 +

π

2
+ C1 = − 3

10
ln 3 +

π

2
− 3

2
√
7
ln

4 +
√
7

4−
√
7
− 3

10
ln 2 + C
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4.[8] Vyšetřete pr̊uběh funkce (definičńı obor Df , intervaly spojitosti, limity v krajńıch bodech Df , pr̊useč́ıky

s osami, intervaly monotónie, lokálńı a globálńı extrémy, obor hodnot f , limity derivaćı v krajńıch bodech

Df ′ , intervaly konvexity/konkávity funkce f , inflexńı body, asymptoty, detailńı graf)

f(x) :=
√

|x2 − 6x+ 5|.

Řešeńı:

Dı́ky nezápornosti absolutńı hodnoty je definičńı obor Df = R. Absolutńı hodnota,
odmocnina i polynom jsou spojité funkce a tedy i f bude spojitá na celém definičńım
oboru. Funkce neńı ani sudá ani lichá ani periodická. Ihned vid́ıme, že

lim
x→±∞

f(x) = ∞.

Na druhou stranu, d́ıky rozkladu x2 − 6x+ 5 = (x− 1)(x− 5) vid́ıme, že f(x) = 0 pro
x = 1 a x = 5 a f(x) > 0 jinak. Ihned tedy dostáváme, že obor hodnot Hf = [0,∞), že
funkce nemá globálńı maximum a že funkce má globálńı minimum 0, které se nabývá v
bodech x = 1 a x = 5.

Nyńı spoč́ıtáme prvńı derivaci

f ′(x) = sign(x2 − 6x+ 5)
2x− 6√

|x2 − 6x+ 5|
.

Vid́ıme, že Df ′ = R \ {1, 5}. Spočteme limity v krajńıch bodech

lim
x→−∞

f(x) = −1,

lim
x→∞

f(x) = 1,

lim
x→1−

f(x) = −∞,

lim
x→1+

f(x) = ∞,

lim
x→5−

f(x) = −∞,

lim
x→5+

f(x) = +∞.

Nav́ıc vid́ıme, že f ′(x) = 0 pouze v bodě x = 3. Ihned tedy vid́ıme, že

f ′(x) > 0 pro x ∈ (1, 3) ∪ (5,∞), f ′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 1) ∪ (3, 5).

Vid́ıme tedy, že f je klesaj́ıćı na intervalech (−∞, 1) a (3, 5) a rostoućı na intervalech
(1, 3) a (5,∞). V bodech x = 1 a x = 5 má funkce globálńı minimum rovno nule a v
bodě x = 3 má funkce lokálńı maximum rovno f(3) = 2. Asymptoty v bodech x = 1 a
x = 5 jsou př́ımky x = 1 a x = 5. Dopočteme ještě asymptoty v ±∞. Dı́ky spočteným
limitám pro derivace v ±∞ budou asymptoty ve tvaru

y1 = x+ b1, kde b1 := lim
x→∞

f(x)− x,

y2 = −x+ b2, kde b2 := lim
x→−∞

f(x) + x
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a tedy

b1 = lim
x→∞

f(x)− x = lim
x→∞

√
|x2 − 6x+ 5| − x = lim

x→∞

|x2 − 6x+ 5| − x2√
|x2 − 6x+ 5|+ x

= lim
x→∞

−6x+ 5√
|x2 − 6x+ 5|+ x

= −3,

b2 = lim
x→−∞

f(x) + x = lim
x→−∞

√
|x2 − 6x+ 5|+ x = lim

x→−∞

|x2 − 6x+ 5| − x2√
|x2 − 6x+ 5| − x

= lim
x→−∞

−6x+ 5√
|x2 − 6x+ 5| − x

= 3.

Nakonec spočteme i druhé derivace

f ′′(x) =

(
sign(x2 − 6x+ 5)

2x− 6√
|x2 − 6x+ 5|

)′

= sign(x2 − 6x+ 5)

(
2√

|x2 − 6x+ 5|
− 1

2
sign(x2 − 6x+ 5)

(2x− 6)2√
|x2 − 6x+ 5|3

)

=
4(x2 − 6x+ 5)− (2x− 6)2

2
√
|x2 − 6x+ 5|3

= − 16

2
√

|x2 − 6x+ 5|3

a definičńı obor je Df ′′ = R \ {1, 5}. Vid́ıme, že druhá derivace je vždy záporná. Funkce
je tedy konkávńı na intervalu (−∞, 1), intervalu (1, 5) a intervalu (5,∞). Pozor, neńı
konkávńı na R
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Obrázek 1: Graf funkce f


