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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 8 7 7 7 7 36
Ziskino

1. Bud dén funkcional ® na mnoziné M = {y € C?([1,2]) |y(1) =3, y/(1) =3, y(2) = & + In2, y/(2) = §} piedpisem

B(y) = /1 : (g;B (") - 12xy) de.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalez{ na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnice pro funkciondl ®.

¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremdlu oznacte Yoxt.

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zdlez{ na znaceni, kterému dévate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnic pro funkciondl ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném smeéru h nezidporna.
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[7] 2. Bud ddna posloupnost funkci { fn}::z piredpisem
", ze(n®—3Ln24+1),
Jn(2) =det 1) ( 21 2n) 1
0, reR\ (n?—Ln?2+3).

Spoctéte bodovou limitu této posloupnosti a oznacte ji f. Zjistéte, zda posloupnost funkef { fn}:ii konverguje stej-
nomérné k funkei f
1. na intervalu I = (0, K), kde K € R" je libovolné pevné &islo,
2. na intervalu J = (0, +00).
Piimym vypoctem zjistéte, zda plati
+oo +oo

lim fn(ac)dx:/ lim f,(z)dz,

n—-+oo =0 -0 n—-+oo

aneb zda plati
+oo +oo
lim fn(z)de :/ f(z)dz.

=0
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[7] 3. Uvazujte funkci definovanou pro b € (0, +00) integralem

+oo efb:c
1(b) = —— dz.
O =0 | s

Ukazte, ze tato funkce je na svém definiénim oboru dvakrat diferencovatelnd, a ze je pro b € (0, +00) fesenim diferencidln{
rovnice

d2I+I_1
ez b
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[7] 4. Spoctéte plosny obsah plochy S, kterd je popséna jako ¢ast valcové plochy 22 +y? = xR lezici uvniti koule 2% +y2 +22 <
R? a v prvnifm oktantu (z > 0, y > 0, z > 0), viz Obrazek 1. (Cislo R € R je parametr.)

Obréazek 1: Plocha S.
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[7] 5. Uvazujte funkci f(z) = cosz na intervalu [0, 7] C R.
a) Dodefinujte funkci f na R tak, abyste ji mohli rozvinout do sinové Fourierovy fady. Nacrtnéte graf rozsifené
funkce f.
b) Najdéte Fourierovu fadu takto rozsirené funkce f.

c¢) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy fady. Uréete zda Fourierova fada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L%, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnomérné konvergence.

d) Napiste Parsevalovu rovnost pro funkei f.



