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Jednotlivé kroky pii vypoétech struéné, ale presné oditvodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium
pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence

fad 0% L a 300 (—nﬂ)n, vlastnosti fad YN, sin (nx), SN, cos (nx), a déle Taylorovy rozvoje elementérnich funkei.

Jméno:

Piiklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 5 7 6 5 5 7 35

Ziskano

1. a) Uréete n € NU {0} tak, aby limita
. coshzsinz —sinhx cosz
lim
x—0 xn
existovala a byla kone¢nd. (To jest aby bylo lim,_,,, f(z) = L, kde L € R. Upozoriiujeme, ze i nula je redlné ¢islo!)
Uréete hodnotu limity pokud jsou splnény vami urc¢end omezeni na konstantu n.

b) Uréete n € NU {0} tak, aby limita

cosh xsinx

lim
z—0 xn
existovala a byla kone¢nd. (To jest aby bylo lim, ., f(z) = L, kde L € R. Upozoriiujeme, ze i nula je redlné ¢islo!)
Urcete hodnotu limity pokud jsou splnény vami uré¢end omezeni na konstantu n.
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[7] 2. Budiz déna funkce f: @ = [z y}—r €R?\ {0} —»R
sinz (siny)®
@) ="y

a) Dodefinujte funkei f v bodé 0 = [O O} T vhodnym zpusobem tak, aby nové definovand funkce byla spojitda v bodé

0= [O 0] i Spojitost vami definované funkce jasné oduvodnéte.
b) Pro vdmi dodefinovanou funkci spoctéte dle definice parcidlni derivace podle x a y v bodé 0 = [O 0] T
c¢) Zjistéte, zda pro vami dodefinovanou funkci existuje totéln{ diferencidl 0 = [O 0} " Pokud ano, spoctéte ho.

Reseni:

Aby byla nové definovand funkce, ozna¢me si ji kupfikladu fext, Spojitd, musi platit

_ (=), =z#0,
fext—{L, 513:0,

kde
sinz (siny)®
L=lim f(z) = lim —————
z—0 z—0 x4 + y2
(Funkce je v daném bodé spojité prave kdyz je funkéni hodnota v daném rovng limité.) Spocteme tedy limitu. Nejdiive
prozkoumame limitu “po piimkéach”. Volime tedy =z = s a y = ks, kde k € R, a zkoumame limitu s — 0+,

sin s (sin (ks))® — sin s (sin (ks)>3 kst 0
2 -

0% s2 4 (ks)? o0+ s ks (1+k2)

pricemz limita je nezavisla na k. Jedind moznost ohledné volby L je tedy nula. Musime ovSem ukazat, ze nula je limita
ve smyslu funkei vice proménnych, limita po piimkach nam ke spojitosti nestaci. Jest ovsem

2
= [2l2re

3
sin (sing)” sinal jsingl® _ Jallyl® _ VT RV/AT ¥ P
— $2+y2 x2_’_y2 _-'172+y2_ x2_’_y2

kde jsme vyuzili zndmé nerovnosti [sinz| < |z| a kde ||z||, gz znaéi standardni Eukleidovskou normu v R?, tedy
x|y g2 = V22 + y2. Z vySe uvedené nerovnosti a z véty o limité seviené funkce pak plyne
o o 3
sin z (siny)

:11:1_>n10—x2+y2 :O

Spocteme parcidln{ derivace. (Opustme nyn{ znagen{ fey; pro rozsifenou funkcei, a znaéme-ji prosté f.) Definice parcidlni
derivace vuéi proménné x v bodé xq je

of

L f@o+ hes) — f(an)
ox

h—0 h

(2)

)

=X

. _ 1 .. 2 o as
kde e; je vektor ve sméru osy z, ez =qef [ } . 'V nami zkoumaném ptipadé je £y = 0 a dostaneme tedy

0

sin h(sin 0)> 0
. T h2ioz
= lim — 2+ _q.
h—0 h

of
8—x($)

=0

of

Obdobné postupujeme v piipadé parcidlni derivace 3—y(93) . Jest

=T

sin 0(sin h)® —0

af . 0-+h2 _
ox (@) o0 - }1L1—>H10 h =0
of
%(’JE) oy — Oa
of .
8_y(x) . - 07
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[6] 3. Zjistéte, zda konverguje fada
+oo

nd34+2n24+2n+1°

n=1

(Vysetfete absolutni i neabsolutn{ konvergenci.)
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[5] 4. Najdeéte fundamentéln{ Feseni obycejné diferencidlni rovnice

Aoy d%y

G a0

(Fundament&lni feeni zapiste tak, aby obsahovalo pouze realné funkce.)
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[5] 5. Nddoba je tvofend vélcem o poloméru podstavy r a vysce h a kuzelem o poloméru podstavy r a vysce r, viz Obréazek
Najdéte hodnoty parametri h a 7, které pro zadany objem V, minimalizuji plosny obsah pldsté nddoby S. (Plast
nddoby je tvofen pldstém vélce, horni podstavou vélce a plastém kuzele.) UkaZte, Ze vdmi nalezend hodnota je skuteéné
minimdlni! Pfipomindame, ze objem kuzele o poloméru podstavy R a vySce H je dan vzorcem %WRQH a povrch plaste
kuzele o poloméru podstavy R a vysce H je dan vzorcem mRv H? + R2.

Obrézek 1: Nadoba.

Reseni:

Objem nadoby je sou¢tem objemu vélce a kuzele, jest tedy
2 1 3 2 1
V=ar‘h+ -ar°=ar“h+-r].
3 3
Plosny obsah plasté nddoby je souc¢tem plosnych obsahtu plasté vélce, horni podstavy vélce a plasté kuzelu, jest tedy

S = 7r? + 2wrh + 7rs,

kde s je délka stény kuzele. V nasem piipadé je z obrazku ziejmé, ze

s=Vr24+1r2=rV2,

celkem proto
S = 7r? + 27rh + wr?V2 = 7r (r(l +/2) + 2h> .

(Nenf nutné piit se o to, zda je plosny obsah pldsté nddoby S—tak by uvazoval matematik—mnebo 25—tak by uvazoval
inzenyr, ktery by mél vypocist mnozstvi barvy potiebné k natieni nddoby. Hodnoty 7 a h, pro které S ¢i 25 nabyva
minima jsou stejné.) Na poloZenou otézku tedy ziskdme odpovéd tak, Ze budeme hledat extrém funkce S(r,h) vuci
vazbé V (r,h) = V,. Neni vSak nutné pouzit Lagrangeovy multiplikatory, nebot vazba

7r? <h + %r) =V,

nam umozni snadno vyjadfit vysku vélce h jakozto funkci r. Je-li zaddn pozadovany objem V,, pak ze vzorce pro

objem plyne, ze
Vo, 1

—7.
mr2 3

Tento vztah dosadime do vzorce pro povrch nadoby a dostaneme predpis pro velikost povrchu jako funkci proménné r

S(r) =mr (r(1+¢§)+ R 2r> - (% +\/§) L Wa

3 T

¢imz jsme tlohu o vazaném extrému efektivné prevedli na tilohu o hleddni extrému redlné funkce jedné realné proménné.
Potrebujeme nalézt minimum této funkce, spo¢teme prvni derivaci

ﬁ:Qwr(%—i—\/ﬁ) _2‘21.

dr P
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[7] 6. Uvazujte funkci y(z) zadanou implicitné piedpisem

1 2 -l 1 1 (§
et 1)V —e®ty L Z (22 =0.
5¢ (y+1)"—e +3 (2 2)3: 0

Z jakéhosi néstroje pro kresleni grafu implicitné zadanych funke{ jste ziskali Obrazek [2l (Osy = a y jsou v obrdzku
umistény jen pro orientaci, prusecik “os” na obrazku neodpovidd bodu [O O]T.) Podle obrazku se zd4, ze by na grafu
funkce mohly existovat body A a C, ve kterych je te¢na ke grafu funkce svisla pfimka. Dale se zda, ze tecna ke grafu
funkce v bodé B je pifmka rovnobéznd s osou z. (Zd4 se, ze funkece y(z) nabyvd v bodé zp lokdlniho maxima.) Tyto

doménky potvrd'te/vyvratte, a pokud tvrdite, Ze domnéky plati, najdéte explicitné soufadnice za, =B, Tc a ya, Yo-
Nesnazte se explicitné spocist yg, v tomto piipadé jen napiste rovnici, jejimz feSenim je yg.

Y

/

Obrazek 2: Graf funkce y(x).

ResSeni:

K feseni pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Oznaéme si

1 1 1 e
F(z,y) =def iem (y + 1)2 =@ - (5 _ 5) z,

a predstavme si, ze y = y(z). Pak derivovdnim vztahu F(z,y(z)) = 0 podle fetizkového pravidla ziskdme

OF oF dy

coz v nasem pripadé znamena

OF 1, 2 ary (1 e
)= 5+ ) —e - (52,
OF

= — o 1) — x+y'

ay(x,y) e (y+1)—e

Derivace S—Z je tedy fomalné dana vztahem

X 2 xZ
dy __G(@y) ey +1)" —em - (5 - 5)
v 5y) ey +1-e)

Problémovym se jevi bod, ve kterém plati
em(y_}']-_ey) :05

v tomto bodé tedy bude vyraz v jmenovateli nulovy. Resenfm vyse uvedené rovnice je yo = 0 a je to Fedeni jediné, jak
lze snadno nahlédnout z prubéhu funkce z + 1 — e*. Podivame se nyni, zda k tomuto y existuje g, tak ze

F(a?(), yo) =0.

Dosadime do predpisu pro funkci F', a zjistime, ze rovnice pro hledané z je

_e$°+1_ 1 e 2 =0
m A n A ma T
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Tato rovnice mé dvé feseni. (Z obrdzku plyne, Ze je zddouci, aby funkce méla dvé feseni, tak se je snazime najit.)
Resenimi jsou

Zo1 = Oa

Zo,2 = 1.

(Zd4 se, ze clovek, ktery priklad zaddval, nebyl bezcitny sadista.) Z pohledu existence konecné derivace g—g jsou tedy
problematické body

Jest
g . %ex (y + 1)2 — ety — (% - %) z—0,y—0 -1+ % z—0,y—0
dr e (y+1—eY) (y+1—ev)

a dale )
dy e (y+1)° —e" — (3 %) as1y—o -3 c—=1ly—0
dr e (y+1—eY) (y+1—ev)

7 uvedeného plyne, ze muzeme sméle prohlasit, ze

Pojd'mé se nyni podivat na bod B. Domnivame se, Ze tecna je v tomto bodé nulové, proto musime prozkoumat citatel
vyrazu pro derivaci

dy _3e"(y+1)°—e™v - (5-5)

de e (y+1—eY)

a zjistit, zda muze byt nulovy. Chceme tedy, aby platilo

1 2 1 e
—AZB 1) —e%B1tYB _ [ Z _ 2 = 0.
5¢ (yp+1)" —e <2 2)

Kromeé toho také hledand bod musi lezet na grafu funkce F'(x,y) = 0, musi tedy platit

1 5 1 1 e
—~TB 1)* — ¢¥B1YB - _ |z _ = = 0.
5¢ (yp+1)" —e + 5 <2 2):1:3

Z prvni rovnice lze dosadit do druhé a dostaneme
LoeN 1 (1 e\ o
2 2) 2 \2 2)"T%

zgp =1+ —o
Odpovidajici bod yp bychom nasli dosazenim za g do jedné ze dvou predeslych rovnic. Rovnice, ktera takto vznikne
ovSem neni piimocafe explicitné fesitelnd. (My vSak vime, ze bude mit FeSeni, a sice prévé jedno reseni. Implicitné
zadand funkce y(x) prochdzi body A a B, a musi tedy, pokud je spojitd na intervalu [0, 1] nabyvat maxima. Pokud
uvérime na spojitost a diferencovatelnost y(x) na tomto intervalu, coz neni tézké, méme tedy i tvrzeni o existenci
feSeni prislusné rovnice pro yg.)

odkud plyne, ze

Obdobné Ize postupovat dale, muzeme kupiikladu zkoumat asymptoty a podobné, ale na to se nas nikdo neptal.

Piiklad muzeme vyfesit i bez primého odkazu na vétu o implicitnich funkcich. Vime, ze normdlovy vektor n v bodé xg
k implicitné zadané kiivce F(z,y) = 0 v R? je dan vztahem

>]

)

T,y
T,y

OF
) = [gFE

r=xq
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