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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞
n=1

1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n
nα , vlastnosti řad

∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 5 7 6 5 5 7 35

Źıskáno

1.[5] a) Určete n ∈ N ∪ {0} tak, aby limita

lim
x→0

coshx sinx− sinhx cosx

xn

existovala a byla konečná. (To jest aby bylo limx→x0 f(x) = L, kde L ∈ R. Upozorňujeme, že i nula je reálné č́ıslo!)
Určete hodnotu limity pokud jsou splněny vámi určená omezeńı na konstantu n.

b) Určete n ∈ N ∪ {0} tak, aby limita

lim
x→0

coshx sinx

xn

existovala a byla konečná. (To jest aby bylo limx→x0
f(x) = L, kde L ∈ R. Upozorňujeme, že i nula je reálné č́ıslo!)

Určete hodnotu limity pokud jsou splněny vámi určená omezeńı na konstantu n.

Řešeńı:

Taylorovy rozvoje v bodě x0 = 0 základńıch funkćı vystupuj́ıćıch ve zkoumaném výrazu jsou

sinx = x− 1

6
x3 + o

(
x3
)
,

cosx = 1− 1

2
x2 + o

(
x3
)
,

sinhx = x+
1

6
x3 + o

(
x3
)
,

coshx = 1 +
1

2
x2 + o

(
x3
)
.

Po rozepsáńı čitatele pomoćı Taylorových rozvoj̊u dostaneme

coshx sinx− sinhx cosx =
2

3
x3 + o

(
x3
)
,

odkud plyne podmı́nka n ∈ {0, 1, 2, 3} a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty limity jsou

lim
x→0

f(x) =

{
0 n ∈ {0, 1, 2} ,
2
3 n = 3.

Obdobně postupujeme i pro druhou limitu

coshx sinx = x+
1

3
x3 + o

(
x3
)

odkud plyne podmı́nka n ∈ {0, 1} a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty limity jsou

lim
x→0

f(x) =

{
0 n = 0,

1 n = 1.
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2.[7] Bud́ıž dána funkce f : x =
[
x y

]> ∈ R2 \ {0} 7→ R

f(x) =
sinx (sin y)

3

x2 + y2
.

a) Dodefinujte funkci f v bodě 0 =
[
0 0

]>
vhodným zp̊usobem tak, aby nově definovaná funkce byla spojitá v bodě

0 =
[
0 0

]>
. Spojitost vámi definované funkce jasně od̊uvodněte.

b) Pro vámi dodefinovanou funkci spočtěte dle definice parciálńı derivace podle x a y v bodě 0 =
[
0 0

]>
.

c) Zjistěte, zda pro vámi dodefinovanou funkci existuje totálńı diferenciál 0 =
[
0 0

]>
. Pokud ano, spočtěte ho.

Řešeńı:

Aby byla nově definovaná funkce, označme si ji kupř́ıkladu fext, spojitá, muśı platit

fext =

{
f(x), x 6= 0,

L, x = 0,

kde

L = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sinx (sin y)
3

x2 + y2
.

(Funkce je v daném bodě spojitá právě když je funkčńı hodnota v daném rovná limitě.) Spočteme tedy limitu. Nejdř́ıve
prozkoumáme limitu “po př́ımkách”. Voĺıme tedy x = s a y = ks, kde k ∈ R, a zkoumáme limitu s→ 0+,

lim
s→0+

sin s (sin (ks))
3

s2 + (ks)
2 = lim

s→0+

sin s

s

(
sin (ks)

ks

)3
k3s4

s2 (1 + k2)
= 0,

přičemž limita je nezávislá na k. Jediná možnost ohledně volby L je tedy nula. Muśıme ovšem ukázat, že nula je limita
ve smyslu funkćı v́ıce proměnných, limita po př́ımkách nám ke spojitosti nestač́ı. Jest ovšem

0 ≤

∣∣∣∣∣
sinx (sin y)

3

x2 + y2
− L

∣∣∣∣∣ =
|sinx| |sin y|3

x2 + y2
≤ |x| |y|

3

x2 + y2
≤
√
x2 + y2

√
x2 + y2

3

x2 + y2
= ‖x‖22,R2 ,

kde jsme využili známé nerovnosti |sinx| ≤ |x| a kde ‖x‖2,R2 znač́ı standardńı Eukleidovskou normu v R2, tedy

‖x‖2,R2 =
√
x2 + y2. Z výše uvedené nerovnosti a z věty o limitě sevřené funkce pak plyne

lim
x→0

sinx (sin y)
3

x2 + y2
= 0.

Spočteme parciálńı derivace. (Opust’me nyńı značeńı fext pro rozš́ı̌renou funkci, a značme-ji prostě f .) Definice parciálńı
derivace v̊uči proměnné x v bodě x0 je

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

f(x0 + hex̂)− f(x0)

h
,

kde ex̂ je vektor ve směru osy x, ex̂ =def

[
1
0

]
. V námi zkoumaném př́ıpadě je x0 = 0 a dostaneme tedy

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

sinh(sin 0)3

h2+02 − 0

h
= 0.

Obdobně postupujeme v př́ıpadě parciálńı derivace ∂f
∂y (x)

∣∣∣
x=x0

. Jest

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= lim
h→0

sin 0(sinh)3

0+h2 − 0

h
= 0.

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= 0,

∂f

∂y
(x)

∣∣∣∣
x=x0

= 0,
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z čehož plyne, že kandidátem na totálńı diferenciál v bodě x0 = 0 je nulové lineárńı zobrazeńı,

df(x0)h = 0,

kde h =

[
h1

h2

]
je libovolný vektor z R2. Ověř́ıme, že toto zobrazeńı vyhovuje požadavk̊um na totálńı diferenciál, muśıme

tedy ověřit, že

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h| = o
(
‖h‖2,R2

)
.

Definici lze ekvivalentńım zp̊usobem přepsat jako

lim
h→0

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

= 0.

Dosazeńım do definice funkce f a s použit́ım předpokládaného vztahu pro totálńı diferenciál df(x0)h = 0 dostaneme

0 ≤ |f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

=

∣∣∣ sinh1(sinh2)
3

h2
1+h

2
2

∣∣∣
‖h‖2,R2

≤
|h1||h2|3
h2
1+h

2
2

‖h‖2,R2

≤

√
h2
1+h

2
2

√
h2
1+h

2
2

3

h2
1+h

2
2

‖h‖2,R2

= ‖h‖2,R2 ,

což dle věty o limitě sevřené funkce ukazuje, že pro volbu df(x0)h = 0 skutečně dostaneme

lim
h→0

|f(x0 + h)− f(x0)− df(x0)h|
‖h‖2,R2

= 0.

Nulové lineárńı zobrazeńı je tedy skutečně totálńı diferenciál př́ıslušné funkce v bodě x0.
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3.[6] Zjistěte, zda konverguje řada
+∞∑

n=1

(−1)n
n2 + n+ 1

n3 + 2n2 + 2n+ 1
.

(Vyšetřete absolutńı i neabsolutńı konvergenci.)

Řešeńı:

Členy řady se v absolutńı hodnotě pro n → +∞ chovaj́ı jako 1
n , řada tedy bude přinejlepš́ım pouze neabsolutně

konvergentńı. K p̊uvodńı řadě přičteme a odečteme řadu

+∞∑

n=1

(−1)n
1

n
,

o které v́ıme, že je neabsolutně konvergentńı. Výsledkem je

+∞∑

n=1

(−1)n
n2 + n+ 1

n3 + 2n2 + 2n+ 1
=

+∞∑

n=1

(−1)n
(

n2 + n+ 1

n3 + 2n2 + 2n+ 1
− 1

n

)
+

+∞∑

n=1

(−1)n
1

n

=

+∞∑

n=1

(−1)n+1 n2 + n+ 1

n (n3 + 2n2 + 2n+ 1)
+

+∞∑

n=1

(−1)n
1

n
.

Řada
+∞∑

n=1

(−1)n+1 n2 + n+ 1

n (n3 + 2n2 + 2n+ 1)

je ovšem absolutně konvegentńı, což je d̊usledkem limitńıho srovnávaćıho kritéria s konvergentńı řadou
∑+∞
n=1

1
n2 .

Původńı řada je tedy součtem konvergetńı řady a neabsolutně konvergentńı řady a je tedy neabsolutně konvergentńı.
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4.[5] Najděte fundamentálńı řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice

d5y

dx5
+

d2y

dx2
= 0.

(Fundamentálńı řešeńı zapǐste tak, aby obsahovalo pouze reálné funkce.)

Řešeńı:

Charakteristický polynom dané rovnice je
λ5 + λ2 = 0,

kořeny charakteristického polynomu λ2
(
λ3 + 1

)
jsou

λ1,2 = 0,

λ3,4,5 = (−1)
1
3 ,

spočteme odmocninu,

(−1)
1
3 =

(
ei(π+2kπ)

) 1
3

= ei(
π
3 +k 2

3π),

kde k ∈ Z, odkud plyne, že

(−1)
1
3 =





ei
π
3 = cos

(
π
3

)
+ i sin

(
π
3

)
= 1

2 + i
√
3
2 ,

eiπ = −1,

e−i
π
3 = cos

(
π
3

)
− i sin

(
π
3

)
= 1

2 − i
√
3
2 ,

což znamená, že kořeny charakteristického polynomu jsou

λ1,2 = 0,

λ3 =
1

2
+ i

√
3

2
,

λ4 = −1,

λ5 =
1

2
− i

√
3

2
,

a fundamentálńı řešeńı je tud́ıž lineárńı kombinaćı funkćı

1, x, e
x
2 cos

(√
3

2
x

)
, e−x, e

x
2 sin

(√
3

2
x

)
.
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5.[5] Nádoba je tvořená válcem o poloměru podstavy r a výšce h a kuželem o poloměru podstavy r a výšce r, viz Obrázek 1.
Najděte hodnoty parametr̊u h a r, které pro zadaný objem Va minimalizuj́ı plošný obsah pláště nádoby S. (Plášt’

nádoby je tvořen pláštěm válce, horńı podstavou válce a pláštěm kužele.) Ukažte, že vámi nalezená hodnota je skutečně
minimálńı! Připomı́náme, že objem kužele o poloměru podstavy R a výšce H je dán vzorcem 1

3πR
2H a povrch pláště

kužele o poloměru podstavy R a výšce H je dán vzorcem πR
√
H2 +R2.

h

r

r

Obrázek 1: Nádoba.

Řešeńı:

Objem nádoby je součtem objemů válce a kužele, jest tedy

V = πr2h+
1

3
πr3 = πr2

(
h+

1

3
r

)
.

Plošný obsah pláště nádoby je součtem plošných obsah̊u pláště válce, horńı podstavy válce a pláště kuželu, jest tedy

S = πr2 + 2πrh+ πrs,

kde s je délka stěny kužele. V našem př́ıpadě je z obrázku zřejmé, že

s =
√
r2 + r2 = r

√
2,

celkem proto

S = πr2 + 2πrh+ πr2
√

2 = πr
(
r(1 +

√
2) + 2h

)
.

(Neńı nutné př́ıt se o to, zda je plošný obsah pláště nádoby S—tak by uvažoval matematik—nebo 2S—tak by uvažoval
inženýr, který by měl vypoč́ıst množstv́ı barvy potřebné k natřeńı nádoby. Hodnoty r a h, pro které S či 2S nabývá
minima jsou stejné.) Na položenou otázku tedy źıskáme odpověd’ tak, že budeme hledat extrém funkce S(r, h) v̊uči
vazbě V (r, h) = Va. Neńı však nutné použ́ıt Lagrangeovy multiplikátory, nebot’ vazba

πr2
(
h+

1

3
r

)
= Va

nám umožńı snadno vyjádřit výšku válce h jakožto funkci r. Je-li zadán požadovaný objem Va, pak ze vzorce pro
objem plyne, že

h =
Va
πr2
− 1

3
r.

Tento vztah dosad́ıme do vzorce pro povrch nádoby a dostaneme předpis pro velikost povrchu jako funkci proměnné r

S(r) = πr

(
r(1 +

√
2) +

2Va
πr2
− 2

3
r

)
= πr2

(
1

3
+
√

2

)
+

2Va
r
.

č́ımž jsme úlohu o vázaném extrému efektivně převedli na úlohu o hledáńı extrému reálné funkce jedné reálné proměnné.
Potřebujeme nalézt minimum této funkce, spočteme prvńı derivaci

dS

dr
= 2πr

(
1

3
+
√

2

)
− 2Va

r2
.
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V bodě minima muśı být derivace nulová, což dává podmı́nku

2πrmin

(
1

3
+
√

2

)
− 2Va
r2min

= 0,

odkud plyne

rmin =

(
Va

π
(
1
3 +
√

2
)
) 1

3

.

Nalezený bod je skutečně minimem, což plyne z pr̊uběhu prvńı derivace, př́ıpadně z testu pomoćı druhé derivace, je
totiž

d2S

dr2
= 2π

(
1

3
+
√

2

)
+

4Va
r3

> 0,

pro libovolné (kladné) r. Nalezené minimum je globálńım minimem. (Globálńım minimem na množině př́ıpustných
poloměr̊u, tedy pro r > 0.) Fakt, že se jedná o globálńı minimum je zřejmý ze znaménka prvńı derivace.
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6.[7] Uvažujte funkci y(x) zadanou implicitně předpisem

1

2
ex (y + 1)

2 − ex+y +
1

2
−
(

1

2
− e

2

)
x = 0.

Z jakéhosi nástroje pro kresleńı graf̊u implicitně zadaných funkćı jste źıskali Obrázek 2. (Osy x a y jsou v obrázku

umı́stěny jen pro orientaci, pr̊useč́ık “os” na obrázku neodpov́ıdá bodu
[
0 0

]>
.) Podle obrázku se zdá, že by na grafu

funkce mohly existovat body A a C, ve kterých je tečna ke grafu funkce svislá př́ımka. Dále se zdá, že tečna ke grafu
funkce v bodě B je př́ımka rovnoběžná s osou x. (Zdá se, že funkce y(x) nabývá v bodě xB lokálńıho maxima.) Tyto
doměnky potvrd’te/vyvrat’te, a pokud tvrd́ıte, že domněky plat́ı, najděte explicitně souřadnice xA, xB, xC a yA, yC.
Nesnažte se explicitně spoč́ıst yB, v tomto př́ıpadě jen napǐste rovnici, jej́ımž řešeńım je yB.

B =

[
xB
yB

]

A =

[
xA
yA

]

C =

[
xC
yC

]

y

x

Obrázek 2: Graf funkce y(x).

Řešeńı:

K řešeńı použijeme větu o implicitńıch funkćıch. Označme si

F (x, y) =def
1

2
ex (y + 1)

2 − ex+y +
1

2
−
(

1

2
− e

2

)
x,

a představme si, že y = y(x). Pak derivováńım vztahu F (x, y(x)) = 0 podle řet́ızkového pravidla źıskáme

∂F

∂x
(x, y) +

∂F

∂y
(x, y)

dy

dx
= 0,

což v našem př́ıpadě znamená

∂F

∂x
(x, y) =

1

2
ex (y + 1)

2 − ex+y −
(

1

2
− e

2

)
,

∂F

∂y
(x, y) = ex (y + 1)− ex+y.

Derivace dy
dx je tedy fomálně dána vztahem

dy

dx
= −

∂F
∂x (x, y)
∂F
∂y (x, y)

=
1
2ex (y + 1)

2 − ex+y −
(
1
2 −

e
2

)

ex (y + 1− ey)
.

Problémovým se jev́ı bod, ve kterém plat́ı
ex (y + 1− ey) = 0,

v tomto bodě tedy bude výraz v jmenovateli nulový. Řešeńım výše uvedené rovnice je y0 = 0 a je to řešeńı jediné, jak
lze snadno nahlédnout z pr̊uběhu funkce z + 1− ez. Pod́ıváme se nyńı, zda k tomuto y existuje x0, tak že

F (x0, y0) = 0.

Dosad́ıme do předpisu pro funkci F , a zjist́ıme, že rovnice pro hledané x0 je

−ex0

2
+

1

2
−
(

1

2
− e

2

)
x0 = 0.
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Tato rovnice má dvě řešeńı. (Z obrázku plyne, že je žádoućı, aby funkce měla dvě řešeńı, tak se je snaž́ıme naj́ıt.)
Řešeńımi jsou

x0,1 = 0,

x0,2 = 1.

(Zdá se, že člověk, který př́ıklad zadával, nebyl bezcitný sadista.) Z pohledu existence konečné derivace dy
dx jsou tedy

problematické body

[
x0,1
y0

]
=

[
0
0

]
,

[
x0,2
y0

]
=

[
1
0

]
.

Jest
dy

dx
=

1
2ex (y + 1)

2 − ex+y −
(
1
2 −

e
2

)

ex (y + 1− ey)

x→0,y→0−−−−−−→
−1 + e

2

(y + 1− ey)

x→0,y→0−−−−−−→ +∞

a dále
dy

dx
=

1
2ex (y + 1)

2 − ex+y −
(
1
2 −

e
2

)

ex (y + 1− ey)

x→1,y→0−−−−−−→
− 1

2

(y + 1− ey)

x→1,y→0−−−−−−→ −∞.

Z uvedeného plyne, že můžeme směle prohlásit, že

A =

[
0
0

]
,

C =

[
1
0

]
.

Pojd’mě se nyńı pod́ıvat na bod B. Domńıváme se, že tečna je v tomto bodě nulová, proto muśıme prozkoumat čitatel
výrazu pro derivaci

dy

dx
=

1
2ex (y + 1)

2 − ex+y −
(
1
2 −

e
2

)

ex (y + 1− ey)

a zjistit, zda může být nulový. Chceme tedy, aby platilo

1

2
exB (yB + 1)

2 − exB+yB −
(

1

2
− e

2

)
= 0.

Kromě toho také hledaná bod muśı ležet na grafu funkce F (x, y) = 0, muśı tedy platit

1

2
exB (yB + 1)

2 − exB+yB +
1

2
−
(

1

2
− e

2

)
xB = 0.

Z prvńı rovnice lze dosadit do druhé a dostaneme

(
1

2
− e

2

)
+

1

2
−
(

1

2
− e

2

)
xB = 0,

odkud plyne, že

xB = 1 +
1

1− e
.

Odpov́ıdaj́ıćı bod yB bychom našli dosazeńım za xB do jedné ze dvou předešlých rovnic. Rovnice, která takto vznikne
ovšem neńı př́ımočaře explicitně řešitelná. (My však v́ıme, že bude mı́t řešeńı, a sice právě jedno řešeńı. Implicitně
zadaná funkce y(x) procháźı body A a B, a muśı tedy, pokud je spojitá na intervalu [0, 1] nabývat maxima. Pokud
uvěř́ıme na spojitost a diferencovatelnost y(x) na tomto intervalu, což neńı těžké, máme tedy i tvrzeńı o existenci
řešeńı př́ıslušné rovnice pro yB .)

Obdobně lze postupovat dále, můžeme kupř́ıkladu zkoumat asymptoty a podobně, ale na to se nás nikdo neptal.

Př́ıklad můžeme vyřešit i bez př́ımého odkazu na větu o implicitńıch funkćıch. Vı́me, že normálový vektor n v bodě x0

k implicitně zadané křivce F (x, y) = 0 v R2 je dán vztahem

n(x0) =

[∂F
∂x (x, y)
∂F
∂y (x, y)

]∣∣∣∣
x=x0

.
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Body A a C jsou body, ve kterých je normálový vektor rovnoběžný s osou x, aneb

n(A) =

[
a
0

]
, n(C) =

[
c
0

]
,

kde a, c ∈ R jsou nějaká reálná č́ısla. Z vyjádřeńı pro normálový vektor tedy dostaneme podmı́nku ∂F
∂y (xA, yA) = 0

respektive ∂F
∂y (xC , yC) = 0, což znamená, že muśıme naj́ıt řešeńı rovnice ex (y + 1− ey) = 0, což je ovšem stejná

podmı́nka, kterou jsme obdrželi postupem založeným na větě o implicitńıch funkćıch. Obdobně postupujeme v př́ıpadě
bodu B, v tomto př́ıpadě muśı být normálový vektor rovnoběžný s osou y, aneb

n(B) =

[
0
b

]
,

kde b ∈ R je nějaké reálné č́ıslo. Z vyjádřeńı pro normálový vektor tedy dostaneme podmı́nku ∂F
∂x (xB , yB) = 0, což

znamená, že muśıme naj́ıt řešeńı rovnice 1
2ex (y + 1)

2− ex+y−
(
1
2 −

e
2

)
= 0, což je ovšem stejná podmı́nka, kterou jsme

obdrželi postupem založeným na větě o implicitńıch funkćıch.
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