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Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 10 10 30

Źıskáno

1.[10] Zkoumejte posloupnost {fn}+∞n=1 definovanou jako

fn(x) =


0 x < − 1

n ,

cnα − 1
n ≤ x < 0,

−cnα 0 ≤ x < 1
n ,

0 1
n ≤ x.

Určete hodnotu parametr̊u α ∈ R+ a c ∈ R tak, aby platilo

fn → δ′,

kde δ′ je derivace Dirac distribuce. Přesně specifikujte v jaké smyslu je konvergence definována.

Řešeńı:

Chceme ukázat, že pro každou testovaćı funkci ϕ plat́ı

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) → 〈Tδ′ , ϕ〉D′(R),D(R) ,

kde konvergence je nyńı standardńı kovergence posloupnosti reálných č́ısel 〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R), a kde distribuce Tδ′ je

definována jako
〈Tδ′ , ϕ〉D′(R),D(R) =def −〈Tδ, ϕ′〉D′(R),D(R) .

Diracova distribuce Tδ je zavedena standardńım zp̊usobem jako 〈Tδ, ϕ′〉D′(R),D(R) =def ϕ
′(0), kde ϕ′ znač́ı klasickou

derivaci testovaćı funkce ϕ. Muśıme proto ukázat, že pro každou testovaćı funkci ϕ dostaneme

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) → −ϕ
′(0).

(Ve smyslu posloupnosti č́ısel.) Dualita 〈Tfn , ϕ′〉D′(R),D(R) je reprezentována integrálem, nebot’ fn jsou lokálně integro-

vatelné funkce

〈Tδ, ϕ′〉D′(R),D(R) =

∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx.

(Využ́ıváme standardńıho ztotožněńı lokálně integrovatelných funkćı s př́ıslušnými distribucemi.) Po překladu definic
do primitivńıch pojmů tedy chceme ukázat, že pro každou testovaćı funkci ϕ dostaneme∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx

n→+∞−→ −ϕ′(0)

Nyńı již muśıme pracně poč́ıtat. Označme si Fn primitivńı funkci k funkci fn aneb

Fn(x) =def

∫ x

ξ=−∞
fn(ξ) dξ

Podle věty o integraci per partes plat́ı∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx =

∣∣∣∣u′ = fn u = Fn
v = ϕ v′ = ϕ′

∣∣∣∣ = [Fn(x)ϕ(x)]
+∞
x=−∞ −

∫ +∞

x=−∞
Fn(x)ϕ′(x) dx = −

∫ ∞
x=−∞

Fn(x)ϕ′(x) dx,

kde jsme využili toho, že testovaćı funkce ϕ má kompaktńı nosič, aneb je nenulová pouze uvnitř nějakého intervalu
[A,B]. Nyńı explicitně spočteme primitivńı funkci Fn, jest

Fn =


0 x ∈

(
−∞,− 1

n

)
,(

x+ 1
n

)
cnα, x ∈

[
− 1
n , 0
]
,(

−x+ 1
n

)
cnα x ∈

[
0, 1

n

]
,

0, x ∈
(
1
n ,+∞

)
.

Jest

−
∫ +∞

x=−∞
Fn(x)ϕ′(x) dx = −

∫ +∞

x=−∞
cnα

{(
x+

1

n

)
χ(− 1

n ,0)
+

(
−x+

1

n

)
χ(0, 1n )

}
ϕ′(x) dx.
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Nyńı provedeme substituci a ze zjevných d̊uvod̊u zafixujeme α = 2,

−
∫ +∞

x=−∞
cnα

{(
x+

1

n

)
χ(− 1

n ,0)
+

(
−x+

1

n

)
χ(0, 1n )

}
ϕ′(x) dx

=

∣∣∣∣ x = y
n

dx = 1
ndy

∣∣∣∣ = −
∫ +∞

y=−∞

cnα

n2
{

(y + 1)χ(−1,0) + (−y + 1)χ(0,1)

}
ϕ′
( y
n

)
dy

α=2
= −c

∫ +∞

y=−∞

{
(y + 1)χ(−1,0) + (−y + 1)χ(0,1)

}
ϕ′
( y
n

)
dy.

Posledńı integrál je ve vhodném tvaru pro limitńı přechod n→ +∞,∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx = −c

∫ +∞

y=−∞

{
(y + 1)χ(−1,0) + (−y + 1)χ(0,1)

}
ϕ′
( y
n

)
dy

n→+∞
= −c

∫ +∞

y=−∞

{
(y + 1)χ(−1,0) + (−y + 1)χ(0,1)

}
ϕ′ (0) dy = −cϕ′ (0)

c=1
= −ϕ′ (0) .

(Opět využ́ıváme skutečnost, že testovaćı funkce je hladká funkce s kompaktńım nosičem.) Volbou α = 2 a c = 1 tedy
dostaneme požadovanou rovnost ∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx

n→+∞−→ −ϕ′(0).
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2.[10] S použit́ım Laplaceovy transformace najděte řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice

d2f

dx2
+ x

df

dx
− 2f = 2

na intervalu (0,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

f |x=0 = 0,

df

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0.

Řešeńı:

S použit́ım známých vztah̊u pro Laplaceovu transformaci L[f ] =def

∫ +∞
x=0

f(x)e−px dx derivace funkce

L
[

df

dx

]
= pL[f ]− f(0),

L
[

d2f

dx2

]
= p2L[f ]− pf(0)− df

dx
(0),

a s pomoćı tabulky pro Laplaceovu transformaci, která ř́ıká, že

L[2](p) =
2

p
,

převedeme rovnici do tvaru

p2L[f ] + L
[
x

df

dx

]
− 2L[f ] =

2

p
.

Dále využijeme derivaci integrálu podle parametru, a spočteme si Laplaceovu transformaci druhého členu na levé
straně,

L
[
x

df

dx

]
=

∫ +∞

x=0

x
df

dx
e−px dx = − d

dp

∫ +∞

x=0

df

dx
e−px dx = − d

dp
L
[

df

dx

]
= − d

dp
(pL [f ]) ,

kde jsme využili počátečńı podmı́nky pro hledanou funkci f a vztah pro Laplaceovu transformaci derivace. Původńı
diferenciálńı rovnice se tud́ıž po Laplaceově transformaci změńı na

p2L[f ]− d

dp
(pL [f ])− 2L[f ] =

2

p
,

což lze přepsat jako
d

dp
L [f ]−

(
p− 3

p

)
L [f ] = − 2

p2
.

Tuto diferenciálńı rovnici snadno vyřeš́ıme standardńımi technikami, např́ıklad metodou integračńıho faktoru. Jest

d

dp
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds −

(
p− 3

p

)
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds =

d

dp

(
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds

)
.

Původńı rovnici pro Laplace obraz L [f ] proto můžeme zapsat jako

d

dp

(
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds

)
= − 2

p2
e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds.

Spočteme si primitivńı funkci v integračńım faktoru

e−
∫ p
s=a(s−

3
s ) ds = e−

p2

2 +3 ln p = p3e−
p2

2 .

(Využ́ıváme toho, že potřebujeme skutečně jenom primitivńı funkci, což nám umožńı položit integračńı konstantu
rovnou nule.) Celkem proto

d

dp

(
L [f ] p3e−

p2

2

)
= −2pe−

p2

2 .

Řešeńım této rovnice je

L [f ] p3e−
p2

2 = 2e−
p2

2 + C,

kde C je integračńı konstanta. Je tedy

L [f ] =
2

p3
+ Ce

p2

2 ,

z čehož je vidět, že integračńı konstantu muśım volit rovnou nule jinak bychom na pravé straně nedostali obraz při

Laplaceově transformaci. V tabulce Laplaceovy transformace dohledáme, že vzorem funkce 1
p3 je funkce x2

2! a výsledkem
výpočtu je

f = x2,

což je skutečně řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice s př́ıslušnými počátečńımi podmı́nkami.
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3.[10] S pomoćı Fourierovy transformace vyřešte pro x ∈ R parciálńı diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
− γu,

kde k a γ jsou kladné konstanty, a počátečńı podmı́nka je

u(x, t)|t=0 = f(x).

Nejprve odvod’te obecný vzorec pro řešeńı úlohy. (Obecné řešeńı je dáno prostřednictv́ım konvolučńıho integrálu.) Pro
speciálńı počátečńı podmı́nku

f(x) = e−x
2

pak najděte explicitńı předpis pro funkci u(x, t).

Řešeńı:

Provedeme Fourierovu transformaci v̊uči proměnné x. Z tabulky pro Fourierovu transformaci v́ıme, že

F
[
∂2u

∂x2

]
(ξ) = −ξ2F [u] (ξ),

což můžeme úsporně zapsat jako

∂̂2u

∂x2
= −ξ2û.

Toto značeńı použijeme při výpočtu. Fourierova transformace dané rovnice je tedy

∂û

∂t
= −k ξ2û− γû.

Tuto diferenciálńı rovnici v proměnné t řeš́ıme s počátečńı podmı́nkou

û|t=0 = f̂ .

Řešeńım diferenciálńı rovnice s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou je funkce

û = f̂e(−kξ2−γ)t.

Pokud dokážeme spoč́ıst zpětnou Fourierovy transformaci û, źıskáme řešeńı p̊uvodńı parciálńı d́ıferenciálńı rovnice.
Potřebujeme spoč́ıst

F−1 [û] (x) =
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e(−kξ2−γ)te−ixξ dξ.

V ideálńım př́ıpadě se nám podař́ı zpětnou Fourierovu transformaci vyjádřit jako konvolučńı integrál zahrnuj́ıćı
počátečńı podmı́nku f . V tabulce Fourierových transformaćı dohledáme, že plat́ı

F
[
e−ax

2
]

(ξ) =
1√
2a

e−
ξ2

4a ,

F−1 [F [g]F [h]] (x) =
1√
2π

[g ? h] (x),

kde hvězdička znač́ı operátor konvoluce, který je definován jako

[g ? h] (x) =def

∫
y∈R

g(x− y)h(y) dy.

Vrát́ıme se zpět ke vztahu pro inverzńı Fourierovu trasformaci, a vid́ıme, že

F−1 [û] (x) =
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e(−kξ2−γ)te−ixξ dξ = e−γt
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e−kξ
2te−ixξ dξ

= e−γt
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)

̂(
e−

x2

4kt

√
2kt

)
e−ixξ dξ = e−γt

1√
2π

[
f ?

e−
x2

4kt

√
2kt

]
(x) = e−γt

∫
y∈R

f(x− y)
e−

y2

4kt

√
4πkt

dx,

přičemž v druhém členu v integrálu rozeznáváme fundamentálńı řešeńı pro rovnici vedeńı tepla. (To neńı náhoda,
p̊uvodńı rovnice přejde po přechodu k nové neznámé ũ =def ueγt na standardńı rovnici vedeńı tepla pro funkci ũ.)
Můžeme tedy prohlásit, že obecné řešeńı zadané diferenciálńı rovnice s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou je dáno vzorcem

u(x, t) = e−γt
∫
y∈R

f(x− y)
e−

y2

4kt

√
4πkt

dx.
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Pokud je počátečńı podmı́nka daná vztahem

f(x) = e−x
2

,

pak řešeńı spočteme dosazeńım do právě odvozeného vzorce. Jest

u(x, t) = e−γt
∫
y∈R

e−(x−y)
2 e−

y2

4kt

√
4πkt

dx = e−γt
e−

x2

1+4kt

√
1 + 4kt

,

kde jsme použili standardńı úpravu s doplněńım na čtverec.
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