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Jméno:

Priklad 1 2 3 Celkem bodua

Bodu 10 10 10 30

Ziskano

1. Zkoumejte posloupnost { fn}:fl definovanou jako
0 T < —71L7
cn® -Ll<z<o,
fn(@) = —cn® 0 ; T < %,

0 1<y

n —
Uréete hodnotu parametrit o € R* a ¢ € R tak, aby platilo
fo =0,

kde ¢’ je derivace Dirac distribuce. Presné specifikujte v jaké smyslu je konvergence definovéna.

Reseni:

Chceme ukazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ plati

<Tfn, (p>'D’(R)7D(R) — <T5’7 (p>D’(R),D(R) ’

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti redlnych cisel (Tfn,cp>D,(R) DRy @ kde distribuce Ty je
definovana jako

<T5’7§D>D’(R),D(R) —def — <T57 90/>D’(R),D(R) :

Diracova distribuce Tj je zavedena standardnim zpusobem jako (Ty, ¢’ >D,(R)’D(R) =det ©'(0), kde ¢’ znaci klasickou
derivaci testovaci funkce ¢. Musime proto ukazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

(Tt.., ‘p>D'(R),D(R) — —¢'(0).

(Ve smyslu posloupnosti ¢isel.) Dualita (T, , ¢") 5, (R),D(R) J€ reprezentovdna integralem, nebot f,, jsou lokalné integro-

vatelné funkce
“+ o0

<T5a<P/>D/(R),D(R) :/ fn(z)p(z) dz.

T=—00

(Vyuzivame standardniho ztotoznéni lokdlné integrovatelnych funkef s prislusnymi distribucemi.) Po prekladu definic
do primitivnich pojmu tedy chceme ukéazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

+o0 .
/ Fa(@)p(z) de "5 —¢/(0)
T=—00

Nyni jiz musime pracné pocitat. Oznac¢me si F;, primitivni funkei k funkei f,, aneb

x

Fo(@) =aot /‘5 ful€) de

=—00

Podle véty o integraci per partes plati

[ pwewa=|t i 1

e v=p v =¢

+00 €S
= [Fa(@)e@] o - / Fo(e)¢' (@) dz = — / Fo ()¢ (2) dz,

=—o00 =—o00

kde jsme vyuzili toho, ze testovaci funkce ¢ ma kompaktni nosi¢, aneb je nenulova pouze uvniti néjakého intervalu
[A, B]. Nynf explicitné spoc¢teme primitivni funkei F,, jest

0 a5 € (—oo,—;ll),
. (z+3)en~, we[-1,0],
" (—z+1)en> ze]0,1],
0, w E (%,—i—oo)

Jest
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[10] 2. S pouzitim Laplaceovy transformace najdéte fesen{ oby¢ejné diferencidlni rovnice

?f  df
L _9p=2
da? e dx I=
na intervalu (0, 400) s poc¢dtecnimi podminkami
f‘a::() = 07
d
L -
dz|,_,

Resent:
S pouzitim zndmych vztahu pro Laplaceovu transformaci L[f] =get f;og f(x)e™P* dx derivace funkce
df

£|E] =petn - 500

2
£ || =wen-pro - Lo

a s pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, kterd rika, ze

prevedeme rovnici do tvaru
df 2
LIfl+ L |z—| —2L[f] = -.
el + £ o3| 21 =2
Déle vyuzijeme derivaci integralu podle parametru, a spocteme si Laplaceovu transformaci druhého ¢lenu na levé

straneé,
df e df .. d /+°° df e df d
E{ d:z:} / Tge de = — W - P dz = d—pﬁ s d—p(pﬁ[f]),

kde jsme vyuzili poc¢dteéni podminky pro hledanou funkei f a vztah pro Laplaceovu transformaci derivace. Puvodni
diferencialni rovnice se tudiz po Laplaceové transformaci zmeéni na

PLUf) - 1 L 1) - 2200 = 2
coz lze prepsat jako

Felf-(p-2)cin--2.

Tuto diferencidlni rovnici snadno vyreSime standardnimi technikami, napiiklad metodou integra¢niho faktoru. Jest

dipﬁ[f} e JZa(e=2)ds _ <p— 2) L[f]e Jimala=2)ds = dip (5 [fle” fsp:a(s—%)ds) .

Puvodn{ rovnici pro Laplace obraz L [f] proto muzeme zapsat jako

d 3 2 3
el — S (s=2)ds) — _ 2 S (s—2)ds
O (E [f]e ) er .

Spocteme si primitivni funkci v integraénim faktoru

2 2
. fsp:a(sfg)ds _ ef%+31np :pSef%.
(Vyuzivame toho, ze potiebujeme skutecné jenom primitivni funkei, coz ndm umozni polozit integracni konstantu

rovnou nule.) Celkem proto

p2

d <E [f]psep;> =—2pe” 7.

dp

Resenim této rovnice je

kde C je integracni konstanta. Je tedy
2 2
LI[f] = = +Ce'7,

z ¢ehoz je vidét, ze integracni konstantu musim volit rovnou nule jinak bychom na prave strané nedostali obraz pfi
Laplaceové transformaci. V tabulce Laplaceovy transformace dohleddme, ze vzorem funkce 5 je funkce %7 a vysledkem
vypoctu je

f = ‘T27

coz je skutecné feseni puvodni diferencidlni rovnice s prisluSnymi poc¢ateénimi podminkami.
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3. S pomoci Fourierovy transformace vyteste pro x € R parcidlni diferencidlni rovnici

ou & 0%u

— =k — —yu

ot a2
kde k a ~ jsou kladné konstanty, a poc¢atecni podminka je

w(z,t)|,—g = f(2).

Nejprve odvodte obecny vzorec pro fesen{ tilohy. (Obecné Feen{ je ddno prostfednictvim konvoluéniho integralu.) Pro
specialni poc¢atecni podminku

f(@) = e
pak najdéte explicitni pfedpis pro funkei u(zx,t).

ResSeni:

Provedeme Fourierovu transformaci viéi proménné z. Z tabulky pro Fourierovu transformaci vime, ze
0%u
7 5| © =-eFme.

coz muzeme dsporné zapsat jako .
82_“ =—£%u
Ox2 ’
Toto znaceni pouzijeme pii vypocCtu. Fourierova transformace dané rovnice je tedy
ou
at

Tuto diferencidlni rovnici v proménné ¢ fesime s pocatecni podminkou

= —k £24 — 7.

U|t:0 =
Resenim diferencialni rovnice s prislusnou pocateéni podminkou je funkce
~ = - 2_
u = fe( kE ’Y)t_

Pokud dokdzeme spocist zpétnou Fourierovy transformaci @, ziskdme feSeni puvodni parcidlni diferencidlni rovnice.
Potiebujeme spocist
- 1 % —kE2—~)t i
FHa)(z) = ;/ Fle)el=re=m)temiot g,
(2m)2 JgeRr
V idedlnim piipadé se nam podaii zpétnou Fourierovu transformaci vyjadrit jako konvoluéni integral zahrnujici
pocatecni podminku f. V tabulce Fourierovych transformaci dohleddme, ze plati

Fle @ = = E,

FHF Gl F bl () = lg % h] (z),

1
V2T

kde hvézdicka znaci operator konvoluce, ktery je definovan jako

lg % ] () =aet / o(z — y)h(y) dy.

y€ER

Vratime se zpét ke vztahu pro inverzni Fourierovu trasformaci, a vidime, ze

/ Fle)e € teiw¢ ag
£€ER

2

1

FHa)(e) = —
(2m)2

/ Fle)el=he" —)temint gg — et
€€R (2m)2

g 1 ~ e_ZTZt —ize __ tL e~ ikt _ ot B ekt
=e 7 (2#)% /&Rf(i)(\/%)e dé =e77 M[f*_%] () =e77 /yERf(a: Y) —47rktdx’

pricemz v druhém ¢lenu v integralu rozeznavédme fundamentdlni feseni pro rovnici vedeni tepla. (To neni ndhoda,
ptvodni rovnice ptejde po prechodu k nové nezndmé o =gor ue? na standardni rovnici vedeni tepla pro funkci u.)
Muzeme tedy prohlésit, ze obecné feseni zadané diferencialni rovnice s prislusnou pocateéni podminkou je ddno vzorcem

_ v

e ikt

dzx.

— a0t _
u(a:,t)—e 7 yeRf<x y)m
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