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1)

Pro redlné konstanty a, R spliiujici a = Rv2 > 0 spottéte objem télesa ohrani¢eného plochami
x+y+z=a,x>+y?=R%4,x=0,y=0,z=0
Predpokladejte, Ze pocatek soufadnic [x, y, z] = [0,0,0] je soucasti hranice télesa.

Objem télesa je ohranicen, dle druhé podminky valcem, to doslova vola po zavedeni substituce ®:

X =TCOSQ
y =rsing
zZ=z

Redeni:
ProtoZe se jedna o vélec, tak r € [0, R].
Prvni a tfeti podminka daji dohromady ctyfstén, jenZ je omezen osami a rovinou
xt+ty+z=a
x=0y=0,z=0
Ktera po prevedeni na valcové soutadnice vypada
rcosp+rsing+z=a->z=a—r(cosp+sing) - z € [0,a — r(cos ¢ + sin ¢)]

Vzhledem k tomu, Ze a > R+/2 > 0 a zéroveri je téleso ohrani¢eno osami, tak se vysledny Gtvar bude

nachdazet pravé v oktantu, kde jsou vSechny souradnice kladné. Z toho vyplyva, Ze uhel @ € [0, g]

9x 9y 0z
or or or :
Nyni ¢itdam |det V| = |det ox 0y 9z |l _ det rain o 8 =
yni vypocitam e = e £ 99 99 = e —rsmge 71 Ccose =7r
ox oy oz 0 0 1
0z 0z 0z

Nyni uz mam vse, co potfebuji k vypoctu objemu télesa. Musime mit na paméti, Zze z zavisi na r, @.
Proto musime integrovat nejdfive podle z.

R % a-r(cos @+sin @)
sz f (f rdz)dcp dr =
0 0 0
T T
2

® ) _ R( 2
f <f [rz]y r(cosg+sing) d(p) dr = f (f ra—r?cosg —r?sing d(p) dr =
o \Jo o \Jo

® z Rram
f [rag0+r2cosg0—rzsin<p]gdr=f T+r2(0—1)—r2(1—0)dr=
0 0

4 3

—— —2r%dr =
r-ar 4 3

J‘Rran nar? 27‘3’R_ﬂa.‘]€2 2R3
0o 2

maR? 2R3
V=

4 3
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2)
Spoctéte objem télesa ohraniceného plochami
2 2 2 2
Yy Z yo  Zz
22+ —=—2x2 +=+—=1
X+ 5 9 x“ + 5 + 9

Predpokladejte, Ze téleso je konvexni a pro vSechny body [x, y, z], které do télesa patfi, plati z > 0
Reseni:

V tomto prikladu budeme jisté pouzivat sférickou transformaci soufadnic. A mame nékolik cest,
kterymi se mGzZeme vydat. Bud nebudeme premyslet a zavedeme hned substituci (B jako SASa)

B:x =rsingcosy
y = rsingsiny
Z=TCOS®

Tato substituce vSak neni vyhodna, protoZe se ndm s nepodafi vyuzit goniometrickou jednicku.
Zkusme tedy zavést jinou substituci tfreba ¢ (pikava)

@:x =—=rsinpcosy

V2
y= \/Ersin(psinlp
z =3rcos @

Pomoci této fikané substituce se rovnice pretransformuji na
1, . 1 . . 1 .
2 Erz (sing)?(cos)? + 2 2r2(sin)?(siny)? = 5 9r2(cos ¢)? - (sin@)? = (cos ¢)?

1 1 1
ZErz(sin @)?(cosp)? +22r2(sin @)?(sin)? +§9r2(cos p)P=1-r2=1

Nyni je asi na misté si tento objekt spravné predstavit, abychom védéli, jaké meze jsou ty spravné.

Nas objekt existuje pouze na vrchnim poloprostoru, protoze z = 0. Na obrazku, vidime, Ze zespodu,
je ohranicovan prevracenym kuzelem (jehoz zakladnou je elipsa nikoli kruh) a z vrchu je to elipsoid.
Také odsud vidime, Ze Y € [0,27], coZ napovid3, také vysledek upravenych rovnic, které na ¢
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nezalezi. Zasadnéjsi problém je, jak meze vyresit pro ¢. Na jednu stranu musime uvazovat podminku,
e (sing)? = (cos p)? - ¢ = %, co? tvofi jednu mez. Dale podivame-li se na soufadnici z a dame r
pevné tak zjistime, ze z(¢) = 3r cos ¢ ; z(0) = 3r = mayx, ¢ili nula je druhd mez neboli ¢ € [0, %]

Nakonec zbyvé r, protoie z > 0 ar? = 1, meze jsour € [0,1].

ox 0y 0z 1 . .
— = — —sin @ cos V2 sin @ sin 3 cos
or odr or 2 ¢ cosy ¢ siny ¢

|det V| = |d ox Oy Oz d L sing si Y V2rsi P 0

et =\|det| 7= 7 = = |det| ——=rsSin@ sin 7 Sin @ cos =

3y oY oy 2 e ¢
ox 0dy 0z 1 N _ 3rsi
= T I — 17 COS ¢ CcoS T CcoS @ sin —3rsin
90 9 0@ 5T cosgcosy ¢ siny ¢

= |(=37r%(sin ¢)3(cos P)? + 0 — 3r2(cos ¢)? sin ¢ (sinP)?)
— (3r%(cos @)% sing (cosP)? + 0 + 372 (sin )3 (sinP)?)|
= |-3r?(sin@)? singp — 3r?(cos @)? sinp| = 3r?sin¢

Nyni uZ tedy mame vse potiebné k tomu, abychom spocetli objem télesa, na poradi toho, co
integrujeme nezalezi.

1/ G/ 2m 1/ o7
V= f f <f 3r2sing dl/)) do |dr = f f 6nr?singpde |dr =
o \Jo \Jo o \Jo

= fl[—6nr2 cos (p]% dr = f13(2 —V2)mrtdr =[(2 - \/E)T[T'g]z — (2-2)n

3)
Kvadr se ¢tvercovou podstavou s délkou strany a > 0 je naplnén plynem. Dno kvadru lezi v roviné

z = 0, vyska kvadru je rovna konstanté h > 0. Na dné kvadru ma tlak konstantni hodnotu py > 0,
hustota konstantni hodnotu p, > 0. Konstanta g > 0 znaci velikost tihového zrychleni.

Predpokladejte, zZe:
e Prohustotu p = p(z) atlak p = p(2) plati
h
p@ = | prgaz

z
e Pro plyn plati stavova rovnice
P _ konst.
po

e Systém je izotermalni, tedy teplota 6 > 0 je konstantni.

_pag,
e Odvodte formuli p(z) = pge Po

e Spoctéte hmotnost plynu uvnitf kvadru.
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Vzhledem k tomu, Ze systém je izotermalni a plati stavova rovnice, smime fict, Ze hustota je pfimo
umérna tlaku neboli p = p * K, kde hodnotu K urtime z nulového z, takie K = Z—O. Nyni dosadime do
0

integralu dle vztahu p(z) = Z—z “p(2)

po ("
p@ =2 prgaz
Po z
Nyni oznaéme primitivni funkci k p(2) jako P(2), pak postupuje dél ve vypoctu.
p
p(2) = p—"g(P(h) - P(2))
0

Zderivuji podle z

dp Po

1= —%QP(Z)

Separuji
Inp(z) = —@gz +C
Po

UZiji exponencidlu

Po Po Po
—_gZ‘l'C —=—=gz ——gz
Z)=¢e Po = ece Po = e Po

Tento vztah musi platiti pro z = 0, pro tuto hodnotu mame hustotu ze zadani.

p(0) = po = e°

PouZiji vztah pro vypocet hmotnosti

m:fpdV
14

Kvadr ma ¢tvercovou postavu o velikosti strany a a vysku h, je jedno v jakém poradi budu integrovat,
protoZe hustota(tlak) nezavisi na velikosti prifezu kvadru, pouze na vysce.

alre/ b by, b _bog,
mzf <f <f pdz)dy)dx:azf poe Po dZ:aZpof e Po” dz
o \Jo \Jo 0 0

P 11
m = a2p, [_ﬂe-ngZ] .y
Pog 0 g
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