Priklad 1:

Spocitajte integral

jl In x p
o 1—x2 g

RieSenie:
Upravime si Tz na geometricky rad:
+ o0
-3
1—x?
n=0
Mdame teda:

1 X
f sznlnx dx
0 7=o

Dalej upravme:

11
—f Z —x*"nx dx
0 n=0

A ukazeme, Ze mézeme pouzit Léviho vetu pre rady na zdmenu sumy a integralu.

Oznaéme si:
.— 2n
foni=—x"Inx

Ilhned vidime, ze f,, = 0 pre Vx € (0,1)

Musi eSte platit f,, € L, Vn € N. Teda najdeme g(x) € L také, ze f,,(x) < g(x).

To najdeme ako maximum f,:

2n

x
(=x*"Inx) = —2nx?"1lnx — — = —x?"12nlnx +1)
2nlnx+1=0
1 1
nx= 2n

_1
Xmax = € 2n

Teda

1
fn(x) = —x*"Inx < _xrzn%x ln(xmax) =e! n < _e = g(x)



Pre g(x) dalej mame:

[oace [ L armfo] 20
ng x_OZe *= ZexO_Ze " 2e

atedag(x) € L.

Plati

1 1 1 1
sfo|fn(x>|dx=f0fnoc)azxsfog(x)dx:Z

fo o) dx

¢oznameng, ze f, € L, Yn € N.

Na zdmenu sumy integralu musi este platit:

1 m
fZ—xZ”lnxdeK
0 »=o

kde K € N, vn € N.

Mame

1 moo1 mooq
j Z—xznlnxdx=21 —x*"Inx dx=—Zf x*"Ilnx dx (1)
0 7=o n=0"0 n=0"0

Zamena v (1) bola mozna pretoie je to stcet kone€ného poctu &lenov. Dalej vyuZijeme per partes:

1 x2ntl x2n+l 1 1
]xznlnx dx = = | ==
0 2n + 1 (2n+ 1)? o (2n+ 1)?

Dosadenim do (1) dostaneme:

1 m m 1
fZ—xZ"lnxdx=Z—<K
2
0o & n=0(2n+1)

pretoze ide o konecny sucet konvergentného radu.

Splnili sme vsetky predpoklady na Léviho vetu pre rady. M6Zeme preto prehodit integral a sumu. Dostaneme:

1 X o 4
—f Z—xznlnxdxz —Zf —x?"Inx dx
0 n=0 n=0 0

Opat ako vyssie, dostaneme pomocou per partes:

_jo ; —x*"Inxdx = Z (2n n 1)2 Z (Zn —1)? (2)



Vidime, Ze posledna suma v (2) je sucet neparnych Cisel a preto mbézeme vyuzit vztah:

400 +o0 400

D Gt G
2 — 12 2

] (2n) o] 2n—-1) n=1n

Dosadime (3) do (2) dostaneme:

+ oo + o0 + oo

D (S L)~ L) 2wl

n=1 n=1 n=1

... . 1 w2 ,
VyuZijeme, Ze Y1 % (ﬁ) = — dostavame:
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Priklad 2:
Spocitajte
400

lim e—x2+(2n—1)x—n2 dx

n—+oo 0
RieSenie:
Oznadime si

. ,—x%+(2n-1)x—n?
fni=e

a ukazeme, Ze plati zdmena limity a integralu pomocou Lebesgueovej vety.

Vidime, Ze f;, su spojité na x € [0, +).

Pre limitu plati:

. . —x2 —1Dx—n2 lim —x?+(2n-1)x-n?
lim f, = lim e *"+@n-Dx-n? = gl —x"+@n=1)

n—-+oo n—-+oo

kde sme v poslednej rovnosti vyuZili vztah pre limitu mocniny. Dalej:

lim —x?+Q2n—1Dx—n?= lim —x?+2nx —n? —x= lim —(x —n)?—x=—-

n—»+oo n—»+oo n—»+oo
pre vietky x = 0. Po dosadeni do (4) mame:

. lim -x?+(2n-1)x-n? _
lim fn = en-+o ( ) =e =0
n—+oo

Teraz ndjdeme g(x) € L také, ze f,,(x) < g(x).
Vidime, Ze:

—x*+Cn—-Dx—-n*=—-(x—n)?—-x< —x

(3)

(4)



z ¢coho plynie:

fux) = e AN < o i g ()

Dalej
+00 400
J. g(x) dx = f e Xdx=[-e*{"=-0+e"=1
0 0

atedag(x) € L.

Musi este platit f,, € L, Yn € N. To plynie z

J:wfn(x) dx| < f0+w|fn(x)| dx = f()+oofn(x) dx < fomg(x) dx = 1

Rovnost | f,,(x)| = f,,(x) dostaneme z toho, Ze exponenciala je vzdy kladna funkcia.

Tym mame splnené vsetky predpoklady Lebesgueovej vety a moézeme zamenit limitu a integral. Dostavame
teda:

+00 +00 o
lim e~ ¥ +@n-1x-n? gy — f lim e ¥*+@n-Dx-n? g, — f 0dx =0
0

n-+o J, 0 n—-+o
Priklad 3:

Pomocou Fatuovho lemmatu ukaze, ze rad

+ o0 C—l)nnz
) i
n=2

definuje na [2, +0) lebesgueovsky integrovatelnu funkciu.

RieSenie:
Oznacime si:

_(=D"n?
fai= e

A ukazeme, Ze plati Fatuovo lemma.

Chcemeaby f,, = f s.v.

To ukazeme zo stejnomérnej konvergencie radu. Na to vyuzijeme Weierstrassov test:

+00 +00 2 +00 2 +00 ) +00 +00
n n n n n
QIR=D ms ) am= ) Gm) < Qm s m
x4n 24n 22n 22n n
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2 n=2

kde Zi"z% konverguje. Teda rad stejnomérne konverguje. Z toho plynie, ze f,, = f s.v.



Oznadime si:

n

1= Y D

' x4l
=2

ako ciastocny sucet radu.

Chceme ukazat,zes, =20 A s, € LpreVne N:n > 2.
Vidime, Ze ide o alternujuci rad a ten konverguje ak je limita a, nulova.

i )= 1 2 " ( n n 1 1 )
Jm a,(x) = lim o= lim e o ) =
posledna rovnost plynie zo spojitosti jednotlivych ¢lenov stcinu na intervale x € [2, + ).

Dalej urgime ¢&i a,, s monoténne:

(n+1)? n?
x4n+4 Sx4-n
12
(n+1)2_nz+2n+1_1 N <1_|_2_|_1_9< .
2 oz STy TET=”

a teda monotdnnost plati pre x > 2.
Teda plati s, (x) = s,(x) a staci ukazat, Zze s,(x) = 0. Priamym dosadenim dostaneme:

22 32 4 9

W) =G m T
1 9 1 9 1 53
2= (1) 2 (4 1g) =3 16 20
kde sme vyuzili:
x22@x4216@i<i@—i>—i

x* 7 16 x* 16
Mame teda s, (x) = 0.

Teraz ukazeme, ze s,, € L. Mame:

J:oosn(x) dx = J-+°° . ﬂ dx

4
X
2 =

PretoZe ide o koneény sucet mdzeme prehodit sumu a integral a teda:

+oo (—1)ii2 D = n +0o0 (_1)ii2 p
, P , T
i=2

i=2



Integral f dx je konvergentny pre:

1
4i>2=i>—
L= L_Z

+o0 (— 1)1

dx patria do L a pretoze ide o vektorovy priestor tak tam patri aj ich konecny

a teda fi(x) := [,

sucet. Preto:

[suoax = 3 o) (5)
2 i=2

atedas, € L.

Musime eSte ukazat, 7e (3K € N) (Vn € N:n > 2): f;oo sp(x)dx <K

Z (5) mame:
+00 +00( 1)1 2 n (_1)ii2 ) +oo n (—1)ii2 )
f sn(¥) dx = Zf Y T = Z T (0- 27
2 i=2 i=2
+00 n (_1)i+12i i
f Sn(x) dx = 1——41ﬁ (6)
2 i=2
kde v (6) plati:
i _ 1 i in+w
24 162!
2i _ 2 ot 1
1—-4i 1 _4 2

i
Suma v (6) teda konverguje pre i = +oo a teda:
= (—=1)i*12i i

1—4i 24~

i=2

a existuje (In, € N) (Vn € N:n > 2): f;oo sp(x)dx < K + 1.

Splnili sme vsetky predpoklady Fatuovho lemmatu a teda plati, Ze rad

+00
(="
x4-n
n=2

definuje na [2, + ) lebesgueovsky integrovatelnd funkciu.



