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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞
n=1

1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n

nα , vlastnosti řad
∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 7 6 6 5 6 6 36

Źıskáno

1.[7] Najděte hodnoty parametr̊u a0, a1, a2 a a3 tak, aby pro x→ 0 platilo

sin
(
1−
√

1− x
)
− sin

(
1−
√

1 + x
)

√
1 + x−

√
1− x

= a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + o
(
x3
)
.

Řešeńı:

Povšimneme si, že funkce

f(x) =def

sin
(
1−
√

1− x
)
− sin

(
1−
√

1 + x
)

√
1 + x−

√
1− x

je sudá funkce, aneb f(x) = f(−x). Z toho okamžitě plyne, že a1 = 0 a a3 = 0. Polovinu př́ıkladu tedy máme vyřešenou!
Nyńı použijeme známé Taylorovy rozvoje pro sin z a

√
1 + z pro z → 0

sin z = z − z3

3!
+ o

(
z3
)
,

√
1 + z = 1 +

z

2
− z2

8
+
z3

16
+ o

(
z3
)
.

Jest tedy

√
1 + x−

√
1− x =

(
1 +

x

2
− x2

8
+
x3

16

)
−
(

1− x

2
− x2

8
− x3

16

)
+ o

(
x3
)

= x+
x3

8
+ o

(
x3
)
,

a dále

sin
(
1−
√

1 + x
)

= sin

(
−x

2
+
x2

8
− x3

16
+ o

(
x3
))

=

(
−x

2
+
x2

8
− x3

16
+ o

(
x3
))
−

(
−x2 + x2

8 −
x3

16 + o
(
x3
))3

3!
+ o

(
x3
)

=

(
−x

2
+
x2

8
− x3

16
+ o

(
x3
))
−
−
(
x
2

)3
+ o

(
x3
)

3!
= −x

2
+
x2

8
− x3

24
+ o

(
x3
)
,

z čehož plyne, že

sin
(
1−
√

1− x
)

=
x

2
+
x2

8
+
x3

24
+ o

(
x3
)

a následně tedy

sin
(
1−
√

1− x
)
− sin

(
1−
√

1 + x
)

= x+
x3

12
+ o

(
x3
)
.

(Jak se dalo očekávat, sudé mocniny vymizely.) Vrát́ıme se nyńı k p̊uvodńımu zlomku, a vid́ıme, že potřebujeme a0,
a1, a2 a a3 tak, aby pro x→ 0 platilo

x+ x3

12 + o
(
x3
)

x+ x3

8 + o (x3)
= a0 + a2x

2 + o
(
x3
)
.

Po přenásobeńı tedy dostaneme požadavek

x+
x3

12
+ o

(
x3
)

=
(
a0 + a2x

2 + o
(
x3
))(

x+
x3

8
+ o

(
x3
))

,
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což za použit́ı pravidel pro práci se symbolem o
(
x3
)

vede na

x+
x3

12
+ o

(
x3
)

= a0x+
(
a2 +

a0

8

)
x3 + o

(
x3
)
,

z čehož plyne, že

a0 = 1, a2 = − 1

24
.

(Srovnali jsme koeficienty u jednotlivých mocnin.) Odpověd’ na položenou otázku tedy je, že koeficienty muśıme volit
takto a0 = 1, a1 = 0, a2 = − 1

24 a a3 = 0.

2.[6] Uvažujte funkci f(x, y) =def
2(x−1)

1
3 y

(x−1)2+y2 .

a) Spočtěte limitu

lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(1,0)

2(x− 1)
1
3 y

(x− 1)2 + y2

či v jiném značeńı limitu limx→a f(x) = limx→a
2(x−1)

1
3 y

(x−1)2+y2 , kde a =def

[
1
0

]
. Př́ıpadně ukažte, že limita neexistuje.

b) Spočtěte derivaci funkce f(x) v bodě x0 =def

[
2
0

]
ve směru v =def

[
e
2

]
.

c) Spočtěte totálńı diferenciál funkce f(x) v bodě x1 =def

[
0
0

]
.

Řešeńı:

Nejprve vyzkouš́ıme, jak se zkoumaná limita chová v př́ıpadě, že se k bodu a bĺıž́ıme po př́ımkách. Volme kupř́ıkladu

x = 1 + ks,

y = s,

kde k ∈ R \{0} je konstanta a s je parametr, který konverguje k nule zprava. Pokud limita ze zadáńı existuje, tak plat́ı

lim
x→a

2(x− 1)
1
3 y

(x− 1)2 + y2
= lim
s→0+

2(ks)
1
3 s

(1 + k2)s2
= lim
s→0+

2k

1 + k2
s−

2
3 =

{
+∞, k > 0,

−∞, k < 0,
,

z čehož plyne, že hodnota limity záviśı na volbě konstanty k. Limita ze zadáńı tud́ıž neexistuje. (Pokud by existovala
limita

lim
x→a

2(x− 1)
1
3 y

(x− 1)2 + y2
,

tak by musela být určená jednoznačně. Pro limity po r̊uzných př́ımkách bychom tedy museli dostat stejný výsledek,
což evidentně neńı pravda.)

V bodě x0 má zkoumaná funkce zjevně spojité parciálńı derivace, směrovou derivaci tud́ıž nemuśıme poč́ıtat z definice,
ale můžeme využ́ıt vztahu

∂vf(x0) = (∇f(x))|x=x0
• v =

[
∂f
∂x (x, y)
∂f
∂y (x, y)

]∣∣∣∣∣
x=x0

•
[
v1

v2

]
.

Jest [
∂f
∂x (x, y)
∂f
∂y (x, y)

]
=

 2
3 (x−1)−

2
3 y[(x−1)2+y2]−2(x−1)

1
3 y[2(x−1)]

((x−1)2+y2)2

2(x−1)
1
3 [(x−1)2+y2]−2(x−1)

1
3 y[2y]

((x−1)2+y2)2
,


což v našem konkrétńım př́ıpadě znamená, že

∂vf(x0) =

[
0
2

]
• 1√

4 + e2

[
e
2

]
=

4√
4 + e2

.

Kde jsme ještě provedli normováńı vektoru v, tak aby ‖v‖2,R2 = 1.

V bodě x0 má zkoumaná funkce zjevně spojité parciálńı derivace, totálńı diferenciál tud́ıž nemuśıme poč́ıtat z definice,
ale můžeme využ́ıt vztahu

df(x1) =
[
∂f
∂x (x, y) ∂f

∂y (x, y)
]∣∣∣

x=x1

,
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což v našem př́ıpadě znamená, že

df(x1) =

[
0

2 (−1)
1
3

]
.

Výsledek lze také zapsat jako
df(x1)h = −2h2,

kde h =

[
h1

h2

]
je libovolný vektor z R2.

3.[6] Rozhodněte, zda je řada
+∞∑
n=1

sinn

n
(3 + (−1)n)

neabsolutně konvergentńı.

Řešeńı:

Pozor, posloupnost 3+(−1)2

n sice konverguje k nule, ale neńı monotónńı! Nesmı́me tedy podlehnout pokušeńı použ́ıt

Dirichletovo kritérium s volbou an = sinn a bn = 3+(−1)2

n .

Na úrovni částečných součt̊u však můžeme psát

N∑
n=1

sinn

n
(3 + (−1)n) = 3

N∑
n=1

sinn

n
+

N∑
n=1

(−1)n
sinn

n
.

Prvńı suma je ovšem N -tým částečným součtem konvergentńı řady
∑+∞
n=1

sinn
n . (Posloupnost částečných součt̊u řady∑∞

n=1 an, kde an = sinn, je omezená, posloupnost bn = 1
n konverguje k nule a je monotónńı. Podle Dirichletova kritéria

je tedy
∑+∞
n=1

sinn
n konvergentńı řada.) Zkoumejme druhý člen. Jest

N∑
n=1

(−1)n
sinn

n
=

N∑
n=1

cos (nπ)
sinn

n
=

1

2

N∑
n=1

sin (n (π + 1))− sin (n (π − 1))

n
=

1

2

N∑
n=1

sin (n (π + 1))− sin (n (π − 1))

n

=
1

2

N∑
n=1

sin (n (π + 1))

n
− 1

2

N∑
n=1

sin (n (π − 1))

n
.

(V př́ıpadě, že si nepamatujeme vzorce pro goniometrické funkce, pracujeme s komplexńı exponenciálou. Je to do-
konce kratš́ı.) Obě řady na pravé straně jsou konvergentńı. (Posloupnost částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 an, kde

an = sin (n (π + 1)), je omezená, posloupnost bn = 1
n konverguje k nule a je monotónńı. Podle Dirichletova kritéria

je tedy
∑+∞
n=1

sin(n(π+1))
n konvergentńı řada. Stejný argument použijeme i pro druhou řadu.) Vid́ıme tedy, že p̊uvodńı

řadu lze na úrovni částečných součt̊u — nic jsme nepřerovnali — napsat jako součet tř́ı konvergentńıch řad, a proto je
i p̊uvodńı řada konvergentńı.

4.[5] Uvažujte obyčejnou diferenciálńı rovnici
d2y

dx2
+ 2y = e−ax sin (bx) .

Najděte hodnoty parametr̊u a ∈ R a b ∈ R tak, aby řešeńı diferenciálńı rovnice z̊ustalo omezené na R. Vaši volbu
parametr̊u d̊ukladně od̊uvodněte!

Řešeńı:

Jedná se o lineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici s konstantńımi koeficienty a speciálńı pravou stranou. Řešeńı je
tedy součtem partikulárńıho řešeńı a řešeńı homogenńı rovnice (rovnice s nulovou pravou stranou). Najdeme si řešeńı
homogenńı rovnice. Charakteristický polynom je

λ2 + 2 = 0,

odkud vid́ıme, že
λ1,2 = ±i

√
2,

a řešeńı homogenńı rovnice je tud́ıž lineárńı kombinaćı funkćı sin
(
x
√

2
)

a cos
(
x
√

2
)
, aneb

yhom = C1 sin
(
x
√

2
)

+ C2 cos
(
x
√

2
)
.
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Řešeńı homogenńı rovnice je zjevně pro jakoukoliv volbu konstant C1 a C2 omezená funkce na R. Zbývá tedy zjistit
jak se chová partikulárńı řešeńı.

Pravá strana je ve speciálńım tvaru, tud́ıž partikulárńı řešeńı budeme hledat ve speciálńım tvaru. Připomeňme si, že
kořeny charakteristické rovnice jsou

λ1,2 = ±i
√

2 = u± iv,

kde u = 0 a v =
√

2. Je-li pravá strana ve tvaru

e−ax sin (bx) , a 6= 0,

pak hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yspec = A1e−ax sin (bx) +A2e−ax cos (bx) ,

a to proto, že komplexńı č́ıslo a + ib neńı kořenem charakteristického polynomu. (Alespoň jedna z konstant A1 a A2

bude nenulová.) Toto partikulárńı řešeńı tedy nebude nikdy omezené na R. (Pokud je a > 0 dostaneme exponenciálńı
r̊ust pro záporná x a naopak.)

Nyńı muśıme prozkoumat možnost a = 0. Je-li pravá strana ve tvaru

sin (bx) ,

pak muśıme pečlivě diskutovat volbu parametru b. Je-li b 6= ±
√

2, pak komplexńı č́ıslo a+ ib neńı kořenem charakte-
ristického polynomu, a partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yspec = A1 sin (bx) +A2 cos (bx) .

Toto řešeńı je zjevně omezené na R. Byli jsme tedy úspěšńı v tom smyslu, že hodnoty a = 0 a b ∈ R \
{
±
√

2
}

vedou
na omezené řešeńı dané diferenciálńı rovnice.

Zbývá diskutovat možnost a = 0 a b = ±
√

2. V tomto př́ıpadě je komplexńı č́ıslo a + ib jednonásobným kořenem
charakteristického polynomu, a partikulárńı řešeńı tedy hledáme ve tvaru

yspec = A1x sin (bx) +A2x cos (bx) ,

přičemž alespoň jedna z konstant A1 a A2 bude nenulová. Partikulárńı řešeńı tedy zjevně nebude omezené.

Závěrem našeho rozboru tedy je, že omezené řešeńı na R źıskáme pouze v př́ıpadě, že a = 0 a b ∈ R\
{
±
√

2
}

. Konkrétńı
hodnoty konstant A1 a A2 neńı nutné dopoč́ıtat, na to se nás nikdo neptal. Pokud bychom ovšem chtěli nalézt řešeńı,
neńı to samozřejmě problém,

y = C1 sin
(
x
√

2
)

+ C2 cos
(
x
√

2
)

+
1

8

(
−2x
√

2 cos
(
x
√

2
)

+ sin
(

2x
√

2
)

cos
(
x
√

2
)
− sin

(
x
√

2
)

cos
(

2x
√

2
))

.

5.[6] a) Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f : x =
[
x y

]> ∈ R2 7→ R v bodě

a =def

1
1
4

 ,
přičemž funkce f je dána předpisem

f(x) =def x+ 3y2,

aneb napǐste rovnici tečné roviny k ploše S popsané jako S =
{
ξ =

[
x y z

]> ∈ R3| z = f(x, y)
}

.

b) Uvažujte funkci f(x) =def x + 3y2. (Stejná funkce jako v předchoźım bodě.) Najděte maximum, pokud existuje,
této funkce na množině M =

{
x ∈ R2|x ≤ 0, −1 ≤ y ≤ 1

}
. Př́ıpadně od̊uvodněte, že maximum neexistuje.

Řešeńı:

Rovnici tečné roviny ke grafu funkce f : x ∈ R2 7→ R v bodě

a =

a1

a2

a3


lze s pomoćı totálńıho diferenciálu zapsat jako

z = f(x)|x=aR2
+ df(x)|x=aR2

[x− aR2 ] ,
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kde jsme označili

aR2 =

[
a1

a2

]
.

(Připomeňte si, že z definice totálńıho diferenciálu v́ıme, že f(x)|x=aR2
+ df(x)|x=aR2

[x− aR2 ] je nejlepš́ı lineárńı

aproximace funkce f(x) na okoĺı bodu aR2 .) Př́ıpadně lze použ́ıt gradient

z = f(x)|x=aR2
+ ∇f(x)|x=aR2

• (x− aR2) .

Rozeṕı̌seme-li obě jmenované rovnice, dostaneme

z = f(x)|x=aR2
+
∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣
x=aR2

(x− a1) +
∂f

∂y
(x)

∣∣∣∣
x=aR2

(y − a2).

Spočteme parciálńı derivace

∂f

∂x
(x) = 1,

∂f

∂y
(x) = 6y,

a po dosazeńı dostaneme
z = 4 + (x− 1) + 6(y − 1),

což je hledaná rovnice tečné roviny.

Maximum funkce f(x) najdeme jednoduchou úvahou. Zkuste si funkci f a množinu M představit. (Pozor, množina M
neńı omezená, a tedy neńı kompaktńı. Maximum funkce f(x) na uvažované množině tedy nemuśı existovat.) Je-li
yfix libovolné ale pevné č́ıslo z intervalu [−1, 1], pak f(x) = x + 3y2

fix zjevně nabývá maxima v̊uči proměnné x pro
x = 0. (Pohybujeme se na množině M .) Maximum má pak hodnotu 3y2

fix. Nyńı se pod́ıváme, jakou maximálńı hodnotu
může nabývat funkce 3y2

fix pro yfix ∈ [−1, 1]. Maxima se zjevně nabývá pro yfix = ±1. Celou diskusi proto můžeme
uzavř́ıt kontatováńım, že funkce f nabývá na množině M maxima o hodnotě 3, přičemž maximum se nabývá v bodech

x =
[
0 ±1

]>
.

6.[6] Uvažujte funkce y1(x1, x2, x3) a y2(x1, x2, x3), které jsou jakožto funkce proměnných x1, x2 a x3, zadány implicitně
soustavou rovnic

2ey1 + y2x1 − 4x2 + 2 = 0,

y2 cos y1 − 6y1 + 2x1 − x3 = 0.

Vypočtěte ∂y1
∂x1

a ∂y2
∂x1

v bodě x0
1 = 0, x0

2 = 1, x0
3 = 1. (Pro úplnost zd̊urazňuji, že řešeńım úlohy jsou dvě č́ısla – č́ıslené

hodnoty derivaćı ∂y1
∂x1

a ∂y2
∂x1

v př́ıslušném bodě.)

Řešeńı:

K zodpovězeńı otázky použijeme větu o implicitńıch funkćıch. Označme si

x =

x1

x2

x3

 , y =

[
y1

y2

]

a dále

x0 =

x0
1

x0
2

x0
3

 =

0
1
1

 , y0 =

[
y0

1

y0
2

]
a konečně

F (x,y) =

[
F1(x,y)
F2(x,y)

]
=

[
2ey1 + y2x1 − 4x2 + 2

y2 cos y1 − 6y1 + 2x1 − x3

]
.

Nejprve najdeme bod y0, který společně s x0 řeš́ı rovnici

F (x0,y0) = 0,

aneb chceme, aby platilo [
2ey

0
1 + y0

2x
0
1 − 4x0

2 + 2
y0

2 cos y0
1 − 6y0

1 + 2x0
1 − x0

3

]
=

[
0
0

]
,
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což po dosazeńı za x0 vede na soustavu rovnic[
2ey

0
1 − 2

y0
2 cos y0

1 − 6y0
1 − 1

]
=

[
0
0

]
,

což dává

y0 =

[
y0

1

y0
2

]
=

[
0
1

]
.

Připomeneme si formálńı výpočet dle věty o implicitńıch funkćıch. Je-li F (x,y(x)) = 0, pak

∂F

∂x
+
∂F

∂y

∂y

∂x
= 0,

odkud
∂y

∂x
= −

[
∂F

∂y

]−1
∂F

∂x
,

přičemž jsme použili značeńı

∂F

∂x
=

[
∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F1

∂x3
∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

∂F2

∂x3

]
,

∂F

∂y
=

[
∂F1

∂y1
∂F1

∂y2
∂F2

∂y1
∂F2

∂y2

]
,

∂y

∂x
=

[
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y1
∂x3

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

∂y2
∂x3

]
.

V našem konkrétńım př́ıpadě dostaneme

∂F

∂x
=

[
y2 −4 0
2 0 −1

]
,

∂F

∂y
=

[
2ey1 x1

−y2 sin y1 − 6 cos y1

]
.

Zaj́ımaj́ı nás hodnoty v bodě x0. (Připomeňme si, že y(x0) = y0.) Po dosazeńı dostaneme

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0

=

[
1 −4 0
2 0 −1

]
,

∂F

∂y

∣∣∣∣
x=x0

=

[
2 0
−6 1

]
,

[
∂F

∂y

]−1
∣∣∣∣∣
x=x0

=
1

2

[
1 0
6 2

]
.

Připomeňme si, že inverzi matice 2 × 2 lze spoč́ıst pouhým pohledem, je-li A =

[
a b
c d

]
invertibilńı matice, pak je

A−1 = 1
det A

[
d −b
−c a

]
. (Př́ıslušná ř́ıkanka zńı “zaměň prvky na diagonále, u prvk̊u mimo diagonálu změň znaménko,

a pak všechno vyděl determinantem”.) Požadované derivace najdeme dosazeńım do vztahu

∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −
[
∂F

∂y

]−1
∣∣∣∣∣
x=x0

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0

což dává
∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −1

2

[
1 0
6 2

] [
1 −4 0
2 0 −1

]
= −1

2

[
1 −4 0
10 −24 −2

]
a proto

∂y1

∂x1

∣∣∣∣
x=x0

= −1

2
,

∂y2

∂x1

∣∣∣∣
x=x0

= −5.

https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?tid=&do=predmet&kod=NOFY152

