NOFY152 Matematickd analyza II Letni semestr 2019/2020 26. kvétna 2020

Jednotlivé kroky pii vypoétech struéné, ale presné oditvodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium
pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence

fad 0% L a 300 (—nﬂ)n, vlastnosti fad YN, sin (nx), SN, cos (nx), a déle Taylorovy rozvoje elementérnich funkei.

Jméno:
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[7] 1. Najdéte hodnoty parametru ag, a1, a2 a as tak, aby pro  — 0 platilo

sin(l—ﬂ)—sin(l—\/l-i-_x)
Vitor—V1—x

=ag +a1x + a2x2 + a3r3 +o (m3) .
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coz za pouziti pravidel pro préci se symbolem o (x3) vede na

3
:U—i—%—i—o(x?’) = aox + ((],2"‘%) z® +o(2?),
z ¢ehoz plyne, ze
1
= 1 = ——.

ao ) az 24
(Srovnali jsme koeficienty u jednotlivych mocnin.) Odpovéd na poloZenou otdzku tedy je, Ze koeficienty musime volit
taktOCLo:l, aq ZO, 0,22—2L aa3:0.

2(171)%y

[6] 2. Uvazujte funkei f(z,y) =des [y Emy:R

a) Spoctéte limitu

) . 2(x — 1)%y
lim T,y) = lim —————
(z,9)—(1,0) f@y) (,9)—(1,0) (x — 1)% + 32

e . 13 1 DV L
¢i v jiném znacen{ limitu limg_q f(2) = limg_q 2@1)3Y  Ydea =def [ } . Pripadné ukazte, Ze limita neexistuje.

LR 0

b) Spoctéte derivaci funkce f(x) v bodé &y =get [(2)} ve SMEru U =def B} .

c¢) Spoctéte totdlni diferencidl funkce f(x) v bodé &1 =qef [8} .

Reseni:
Nejprve vyzkousime, jak se zkoumana limita chova v piipadé, ze se k bodu a blizime po pifimkach. Volme kuptikladu
r=1+ks,
Yy=3:s
kde k£ € R\ {0} je konstanta a s je parametr, ktery konverguje k nule zprava. Pokud limita ze zadédni existuje, tak plati
2z —1)3y : 2(ks)3s . 2k 2 {—I—oo, k>0,

lim o P gy SRSy, SR
aclg}z(x—l)g—i—yQ s—1>r(rJl+ (1+k2)82 s—1>%1+1+k’28 —00, k<0,,

z ¢ehoz plyne, ze hodnota limity zdvisi na volbé konstanty k. Limita ze zaddni tudiz neezistuje. (Pokud by existovala
limita .
2(x —1)3
i M7
5 (@ — 1) + ¢
tak by musela byt urcéend jednozna¢né. Pro limity po ruznych piimkach bychom tedy museli dostat stejny vysledek,
coz evidentné neni pravda.)

V bodé xy ma zkoumand funkce zjevné spojité parcidlni derivace, smérovou derivaci tudiz nemusime pocitat z definice,
ale muzeme vyuzit vztahu

] 2(2—1)"3y[(@=1)*+y?]-2(a—1) S y[2(a—1)]

Q

B _ |8y
8Uf(330) - (vf(m))‘m:mo Cw= g_(
L2,y

<

Jest

_ L (=24
2(z—1)3 [(z—1)*+y?] —2(z—1) 3 y[2y]
((x—1)2+y2)? ’

coz v nasem konkrétnim ptipadé znamena, ze

sosteo = o)+ 7z ] - 71w
eI 2 4+4e2 |2 4+e?
Kde jsme jesté provedli normovani vektoru v, tak aby [vl|, g: = 1.

V bodé g méa zkoumand funkce zjevné spojité parcialni derivace, totalni diferencidl tudiz nemusime pocitat z definice,
ale muzeme vyuzit vztahu

)
=T

df@) = [$(@y) @)
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coz v nasem pripadé znamena, ze

Vysledek lze také zapsat jako

kde b = {h

h ] je libovolny vektor z R2.
2

3. Rozhodnéte, zda je fada

neabsolutné konvergentni.

Reseni:

2
Pozor, posloupnost :H'(T_l) sice konverguje k nule, ale neni monoténni! Nesmime tedy podlehnout pokuseni pouzit

_ 2
Dirichletovo kritérium s volbou a,, = sinn a b,, = w

Na trovni ¢astecnych souctu vSak muzeme psat

sinn N sinn N 55NN
(34 ( Z Z

Prvni suma je ovsem N-tym ¢dstecnym souctem konvergentni rady :z SILR - (Posloupnost ¢dsteénych souctu rady

S7%° | an, kde a,, = sinn, je omezen, posloupnost b,, = % konverguje k nule a je monoténni. Podle Dirichletova kritéria

M=

n=1

n=1
je tedy Z+°° S“;l” konvergentni fada.) Zkoumejme druhy clen. Jest

N P SINTY sinn 1 N n(r+1))—sin(n(r—1 1 N sin(n(m+1)) —sin(n(7 —1
; _nzlcosm - 257; ))n (n(m—1)) 5; (n(m+1)) (n(m—1))

&MZ
?
)
_|_
=
|

N
[~]=
2
B
£
e
|
=

1
2

(V piipadé, Ze si nepamatujeme vzorce pro goniometrické funkce, pracujeme s komplexni exponencidlou. Je to do-
konce kratsi.) Obé fady na pravé strané jsou konvergentni. (Posloupnost ¢dsteénych souctu fady 23;1 an, kde
a, = sin (n (7 + 1)), je omezend, posloupnost b, = % konverguje k nule a je monoténni. Podle Dirichletova kritéria
je tedy Z+°° w konvergentn{ fada. Stejny argument pouzijeme i pro druhou fadu.) Vidime tedy, ze puvodni
fadu lze na trovni ¢dsteénych sou¢ti — nic jsme nepierovnali — napsat jako soucet tii konvergentnich fad, a proto je
i puvodni fada konvergentni.

4. Uvazujte obycejnou diferencialni rovnici

2

dz?
Najdéte hodnoty parametri ¢ € R a b € R tak, aby feSeni diferencidlni rovnice ziustalo omezené na R. Vasi volbu
parametru dukladné oduvodnéte!

+2y—e “sin (bx) .

Reseni:
Jedna se o linearni obycejnou diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou. Reseni je
tedy souctem partikuldrniho feSeni a Feseni homogenn{ rovnice (rovnice s nulovou pravou stranou). Najdeme si Fesen{

homogenni rovnice. Charakteristicky polynom je
A +2=0,

odkud vidime, ze

A2 = V2,

a fesenf homogenn{ rovnice je tudiz linedrn{ kombinaci funkef sin (zv/2) a cos (zv/2), aneb

Yhom = C18in (1:\/5) + Cy cos (mﬁ) ;
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Resen{ homogenn{ rovnice je zjevné pro jakoukoliv volbu konstant C; a Co omezend funkce na R. Zbyva tedy zjistit
jak se chova partikularni feSeni.

Prava strana je ve specidlnim tvaru, tudiz partikuldrni feseni budeme hledat ve specidlnim tvaru. Pripomenme si, ze
koreny charakteristické rovnice jsou
A2 = FiV2 =u+iv,

kde u =0 a v = /2. Je-li prava strana ve tvaru
e “sin (bx), a # 0,
pak hledame partikularni reseni ve tvaru
Yspec = A1e7 % sin (bz) + Age™ " cos (bx) ,

a to proto, ze komplexni ¢islo a + ib neni kotenem charakteristického polynomu. (Alespon jedna z konstant A; a As
bude nenulové.) Toto partikuldrni feSeni tedy nebude nikdy omezené na R. (Pokud je a > 0 dostaneme exponencidlni
rust pro zadpornd z a naopak.)

Nyni musime prozkoumat moznost a = 0. Je-li prava strana ve tvaru
sin (bx) ,

pak musime peclivé diskutovat volbu parametru b. Je-li b # 4+/2, pak komplexni &islo a + ib nent kofenem charakte-
ristického polynomu, a partikularni feseni hleddame ve tvaru

Yspec = A1 sin (bz) + A cos (bx) .

Toto FeSeni je zjevné omezené na R. Byli jsme tedy tspésni v tom smyslu, ze hodnoty a =0 a b € R\ {j:\/i} vedou
na omezené feseni dané diferencidlni rovnice.

Zbyvéa diskutovat moznost @ = 0 a b = ++/2. V tomto pifpadé je komplexni &islo a + ib jednondsobngm koienem
charakteristického polynomu, a partikuldrni feSeni tedy hledame ve tvaru

Yspec = A1z sin (br) + Asz cos (bx) ,

pricemz alespon jedna z konstant A; a A bude nenulova. Partikuldrni feSeni tedy zjevné nebude omezené.

Zavérem naseho rozboru tedy je, Ze omezené feSenf na R ziskdme pouze v pripadé, ze a = 0a b € R\ {:t\/ﬁ } Konkrétni
hodnoty konstant A; a As nend nutné dopocitat, na to se nds nikdo neptal. Pokud bychom ovsem chtéli nalézt feSent,
neni to samoziejmé problém,

y = Cq sin (xx/ﬁ) + C5 cos (x\/§> + é (—290\/5 cos (x\/i) + sin (230\/5) cos (x\/i) — sin (mx/ﬁ) cos (21:\/5)) .

[6] 5. a) Napiste rovnici tetné roviny ke grafu funkce f : x = [a: y} T €R2 5 R v bodé

1
a4 =def 1 )
4

pricemz funkce f je ddna predpisem
f(ilf) =def T + 3y27

aneb napiste rovnici te¢né roviny k plose S popsané jako S = {£ = [m Y z} T €R? 2z = f(x, y)}
b) Uvazujte funkci f(z) =gef © + 3y>. (Stejna funkce jako v predchozim bodé.) Najdéte maximum, pokud existuje,
této funkce na mnoziné M = {a: ER?2<0,-1<y< 1}. Piipadné oduvodnéte, ze maximum neexistuje.
Reseni:
Rovnici teéné roviny ke grafu funkce f : & € R? — R v bodé

ay
a = |ay
as

lze s pomoci totdlntho diferencidlu zapsat jako

2= f(®)|peq, + A (®)|peq, [® — are],
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ay
aR2 — o
az

(Pfipomente si, ze z definice totdlniho diferencidlu vime, ze f(:I:)|m:aR2 4 df(:IZ)LE:aR2 [ — arz] je nejlepsi linedrni

kde jsme oznacili

aproximace funkece f(x) na okoli bodu agz.) Piipadné lze pouzit gradient
2= f(®)|peay, + V(@) peq, ® (. —are).

RozepiSeme-li obé jmenované rovnice, dostaneme

7]
o= f@ g + @) et S@)] (G-

Spocteme parcialni derivace

af

%(w) — 6,

a po dosazeni dostaneme
z=4+(x—1)+6(y—1),

coz je hledand rovnice tecné roviny.
Maximum funkce f(x) najdeme jednoduchou tivahou. Zkuste si funkei f a mnozinu M predstavit. (Pozor, mnozina M
neni omezend, a tedy neni kompaktni. Maximum funkce f(x) na uvazované mnoziné tedy nemusi existovat.) Je-li
Ysix libovolné ale pevné &islo z intervalu [—1,1], pak f(z) = = + 3y2, zjevné nabyvd maxima viéi proménné z pro
x = 0. (Pohybujeme se na mnoziné M.) Maximum mé pak hodnotu 3y32, . Nynf se podivdme, jakou maximaln{ hodnotu
mize nabyvat funkce 3y2, pro ysx € [—1,1]. Maxima se zjevné nabyvé pro ysx = £1. Celou diskusi proto muzeme
uzaviit kontatovanim, ze funkce f nabyva na mnoziné M maxima o hodnoté 3, pficemz maximum se nabyva v bodech

T
z=[0 +1] .

[6] 6. Uvazujte funkce yi(x1,x9,x3) a ya(x1, z2,z3), které jsou jakozto funkce proménnych z1, zo a x3, zaddny implicitné
soustavou rovnic

2eY' + Yoy — das +2 =0,
yacosyy — 6y + 221 —x3 = 0.

Vypoctéte gfi a g% v bodé 2§ = 0, 2§ = 1, 2§ = 1. (Pro tplnost zdiiraziiuji, Ze FeSenim tlohy jsou dvé éisla — éislené

hodnoty derivaci 24 a 2%2 v pifslusném bodé.)
oz o1
Reseni:
K zodpovézeni otazky pouzijeme vétu o implicitnich funkecich. Ozna¢me si

1
= |22], y= [?h}
23 Y2
a dale _
33(1) 0 y?
xo = |75 | = |1}, Yo = { 6]
:cg_ 1 Y2
a konec¢né

_ ([ Fi(zy)| | 2 +yomy — 4o +2
Fla.y) = {Fg(:my) y2cosy1 — 6y1 + 221 — a3

Nejprve najdeme bod yg, ktery spoleéné s g resi rovnici
lr(w07y0):: Ov
aneb chceme, aby platilo

0 0 0

26 + 3929 — 429 + 2 _ |0
yS cosy? — 6yY + 229 — 9 ’
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