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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. V př́ıpadě studia č́ıselných řad doslovně uved’te jaké kritérium
použ́ıváte při studiu konvergence. Ve výpočtech můžete bez daľśıho komentáře použ́ıvat známé výsledky ohledně konvergence

řad
∑+∞
n=1

1
nα a

∑+∞
n=1

(−1)n
nα , vlastnosti řad

∑N
n=1 sin (nx),

∑N
n=1 cos (nx), a dále Taylorovy rozvoje elementárńıch funkćı.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bod̊u

Bod̊u 7 6 6 5 6 6 36

Źıskáno

1.[7] Určete a ∈ R tak, aby limita

lim
x→0

ln(1 + x) sin(2x)− (eax − 1)
2

x3

existovala a byla konečná. (To jest aby bylo limx→x0
f(x) = L, kde L ∈ R.) Určete hodnotu limity pokud jsou splněny

vámi určená omezeńı na konstantu a.

Řešeńı:

Využijeme známé Taylorovy rozvoje pro funkce ln(1 + x), sinx a ex v okoĺı x = 0, jest

ln(1 + x) = x− x2

2
+ o

(
x2
)
,

sinx = x+ o
(
x2
)
,

ex = 1 + x+
x2

2!
+ o

(
x2
)
.

Po dosazeńı dostaneme

ln(1 + x) sin(2x)− (eax − 1)
2

=

(
x− x2

2
+ o

(
x2
)) (

2x+ o
(
x2
))
−
(
ax+

a2x2

2!
+ o

(
x2
))(

ax+
a2x2

2!
+ o

(
x2
))

=
(
2− a2

)
x2 −

(
1 + a3

)
x3 + o

(
x3
)
,

odkud plyne požadavek na hodnotu konstanty a = ±
√

2 a následně hodnota limity −(1 + a3) = −(1± 2
√

2).
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2.[6] Bud’ dána funkce f : x =
[
x y

]> ∈ R2 7→ R

f(x) =


3ye−

1
x2

y2 + e−
2
x2

, x 6= 0,

0, x = 0.

a) Spočtěte limx→0 f(x) po paprsćıch x = s, y = ks, kde k je libovolné reálné č́ıslo a s→ 0+. Lze na základě tohoto
výsledku ř́ıci něco o limitě limx→0 f(x) a o spojitosti funkce f(x)?

b) Spočtěte limx→0 f(x) po libovolných křivkách ve tvaru x = s, y = s
m
n , kde m, n jsou libovolná přirozená č́ısla a

s→ 0+. Lze na základě tohoto výsledku ř́ıci něco o limitě limx→0 f(x) a o spojitosti funkce f(x)?

c) Spočtěte limx→0 f(x) po křivce x = s, y = e−
1
s2 kde s → 0+. Lze na základě tohoto výsledku ř́ıci něco o limitě

limx→0 f(x) a o spojitosti funkce f(x)?

Řešeńı:

Spočteme požadované limity. Jest

lim
s→0+

3kse−
1
s2

e−
2
s2 + k2s2

= lim
s→0+

3kse−
1
s2

e−
2
s2

(
1 + k2s2e

2
s2

) = 3 lim
s→0+

kse
1
s2

1 +
(
kse

1
s2

)2 = 0.

Zat́ım v́ıme, že pokud limita limx→0 f(x) existuje, tak jej́ı hodnota může být jedině nula. Dále

lim
s→0+

3s
m
n e−

1
s2

e−
2
s2 + s2

m
n

= lim
s→0+

3s
m
n e−

1
s2

e−
2
s2

(
1 + s2

m
n e

2
s2

) = 3 lim
s→0+

s
m
n e

1
s2

1 +
(
s
m
n e

1
s2

)2 = 0.

(V obou výpočtech jsme užili skutečnosti, že pro libovolná přirozená č́ısla m a n plat́ı lims→0+ s
m
n e

1
s2 = +∞.) Zat́ım

v́ıme, že pokud limita limx→0 f(x) existuje, tak jej́ı hodnota může být jedině nula. Spočteme posledńı požadovanou
limitu

lim
s→0+

3e−
1
s2 e−

1
s2

e−
2
s2 + e−

2
s2

= lim
s→0+

3e−
2
s2

e−
2
s2 + e−

2
s2

=
3

2
.

Zjistili jsme tedy, že pokud limita limx→0 f(x) existuje, pak jej́ı hodnota může být jedině 3
2 . To ve spojeńı s předchoźımi

výsledky vede k tomu, že limita limx→0 f(x) neexistuje.
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3.[6] Zjistěte, zda konverguje řada
+∞∑
n=1

(−1)n
1 + cos (nπ)√

n
.

(Vyšetřete absolutńı i neabsolutńı konvergenci.)

Řešeńı:

Uvědomı́me si, že cosnπ = (−1)n, což znamená, že

+∞∑
n=1

(−1)n
1 + cos (nπ)√

n
=

+∞∑
n=1

(−1)n
1 + (−1)n√

n
=

+∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

+

+∞∑
n=1

1√
n
.

Prvńı řada na pravé straně je neabsolutně konvergentńı, zat́ımco druhá řada je řada s kladnými členy, která je diver-
gentńı. Původńı řada je tud́ıž divergentńı.
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4.[5] Najděte obecné řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice(
dy

dx

)2

= 2y2,

a dále najděte všechna maximálńı řešeńı, která procháźı bodem x = 0 a y = 1.

Řešeńı:

Povšimneme si, že y = 0 je řešeńı rovnice a pokuśıme se naj́ıt daľśı řešeńı. Nejprve obě strany rovnice odmocńıme, což
vede na rovnici ∣∣∣∣dydx

∣∣∣∣ =
√

2 |y| .

Absolutńı hodnotu odstrańıme rozborem všech možných př́ıpad̊u. Uvažujme nejprve situaci dy
dx > 0 a y > 0, rovnice

přejde na rovnici dy
dx = y

√
2, a v tomto př́ıpadě je tedy řešeńım funkce

y = Cex
√
2,

kde C je kladná konstanta. (Potřebujeme y > 0, proto voĺıme C > 0.) V př́ıpadě dy
dx > 0 a y < 0 je řešeńım rovnice

funkce
y = Ce−x

√
2,

kde C je záporná konstanta. (Tentokrát jsme řešili rovnici dy
dx = −y

√
2.) Obdobným zp̊usobem provedeme diskusi pro

zbývaj́ıćı možnosti dy
dx < 0, y > 0 a dy

dx < 0, y < 0. Celkem zjist́ıme, že řešeńım rovnice je jakákoliv funkce ve tvaru

y = Aex
√
2

nebo ve tvaru
y = Ae−x

√
2,

kde A ∈ R je konstanta. (Tento zápis zahrnuje i triviálńı řešeńı y = 0.)

Hledáme-li řešeńı procházej́ıćı bodem x = 0 a y = 1, dostaneme z výše uvedené rozvahy právě dvě maximálńı řešeńı

y1 = ex
√
2, x ∈ (−∞,∞),

y2 = e−x
√
2, x ∈ (−∞,∞).
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5.[6] Uvažujte funkci f(x) : x =

[
x
y

]
∈ R2 7→ R zadanou předpisem

f(x) =
(
x2 + ay2

)
e−(x2+y2).

• Pro volbu a = 1 najděte body podezřelé z extrému a najděte lokálńı minima/maxima funkce f .

• Pro volbu a = 0 najděte body podezřelé z extrému a najděte lokálńı minima/maxima funkce f .

• Pro volbu a = −1 najděte body podezřelé z extrému a najděte lokálńı minima/maxima funkce f .

Vaše zjǐstěńı pečlivě od̊uvodněte.

Řešeńı:

Body podezřelé z extrému jsou body, ve který je nulový gradient. Chceme tedy řešit rovnice

∇f(x) =

[
∂f
∂x (x, y)
∂f
∂y (x, y)

]
=

[
0
0

]
.

Pro klasifikaci bod̊u podezřelých z extrému bude užitečná matice druhých derivaćı,

∇2f(x) =

[
∂2f
∂x2 (x, y) ∂2f

∂x∂y (x, y)
∂2f
∂y∂x2 (x, y) ∂2f

∂y2 (x, y)

]
.

V našem př́ıpadě je

∇f(x) =

[
2xe−(x2+y2) − 2x

(
x2 + ay2

)
e−(x2+y2)

2aye−(x2+y2) − 2y
(
x2 + ay2

)
e−(x2+y2)

]
= 2

[
x
(
1−

(
x2 + ay2

))
y
(
a−

(
x2 + ay2

))] e−(x2+y2).

(Poč́ıtáme stále s obecným a ∈ R.) Spočteme matici druhých derivaćı

∇2f(x) =

[
2
(
1−

(
x2 + ay2

))
− 4x2

(
2−

(
x2 + ay2

))
4xy

(
−1− a+

(
x2 + a2y2

))
4xy

(
−1− a+

(
x2 + a2y2

))
2
(
a−

(
x2 + ay2

))
− 4y2

(
2a−

(
x2 + ay2

))] e−(x2+y2)

Prozkoumejme nyńı př́ıpad a = 1. Pak jest ∇f(x) = 0 právě když

∇f(x) = 2

[
x
(
1−

(
x2 + y2

))
y
(
1−

(
x2 + y2

))] e−(x2+y2),

z čehož plyne, že body podezřelé z extrému jsou

x0 =

[
0
0

]
, x1 ∈ R2 : ‖x1‖2,R2 = 1.

(Připomı́náme, že definujeme ‖x‖2,R2 =def

(
x2 + y2

) 1
2 .) V bodě x0 = 0 je

∇2f(x)
∣∣
x=x0

=

[
2 0
0 2

]
,

z čehož plyne, že bod x0 je lokálńım minimem. Pro body x1 dostaneme

∇2f(x)
∣∣
x=x1

= −4

e

[
x2 xy
xy y2

]
,

což je zjevně negativně semidefinitńı matice. (Zat́ım tedy nev́ıme nic.) Pod́ıvejme se nyńı, jak se chová funkce f(x)
pokud se pohybujeme na množině x1 ∈ R2 : ‖x1‖2,R2 = 1. Je zjevné, že funkce je na této množině konstantńı, z čehož
s již zjǐstěnými skutečnostmi plyne, že x1 jsou body, ve kterých funkce nabývá (neostré) lokálńımi maximum. (Situaci
a = 1 lze př́ıpadně př́ımočaře prozkoumat přechodem k polárńım souřadnićım.)

Prozkoumejme nyńı př́ıpad a = 0. Pak jest ∇f(x) = 0 právě když

∇f(x) = 2

[
x
(
1− x2

)
−x2y

]
e−(x2+y2),

z čehož plyne, že body podezřelé z extrému jsou

xs =

[
0
s

]
, x1 =

[
1
0

]
, x−1 =

[
−1
0

]
,
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kde s ∈ R je libovolné reálné č́ıslo. V bodech xs je

∇2f(x)
∣∣
x=x0

=

[
2e−s

2

0
0 0

]
,

z čehož nelze př́ımočaře nic zjistit. Pod́ıváme-li se ale na funkčńı předpis f(x) = x2e−(x
2+y2), je okamžitě vidět, že

v bodech x0, bude (neostré) lokálńı minimum. (Skutečně, pro jakékoliv x ∈ R je f(x) ≥ 0 a f(xs) = 0.) Pro body
x±1 dostaneme

∇2f(x)
∣∣
x=x±1

= −4

e

[
1 0
0 2

]
,

což je zjevně negativně definitińı matice, a v daných bode tedy funkce nabývá lokálńıho maxima. Letmým pohledem
na funkčńı předpis f(x) = x2e−(x

2+y2) okamžitě vid́ıme, že maximum bude dokonce globálńı.

Prozkoumejme nyńı př́ıpad a = −1. Pak jest ∇f(x) = 0 právě když

∇f(x) = 2

[
x
(
1−

(
x2 − y2

))
y
(
−1−

(
x2 − y2

))] e−(x2+y2),

z čehož plyne, že body podezřelé z extrému jsou

xα =

[
0
1

]
, xβ =

[
0
−1

]
, xγ =

[
1
0

]
, xδ =

[
−1
0

]
, xε =

[
0
0

]
.

Jest

∇2f(x)
∣∣
x=xα

=
4

e

[
1 0
0 1

]
, ∇2f(x)

∣∣
x=xβ

=
4

e

[
1 0
0 1

]
,

∇2f(x)
∣∣
x=xγ

= −4

e

[
1 0
0 1

]
, ∇2f(x)

∣∣
x=xδ

= −4

e

[
1 0
0 1

]
, ∇2f(x)

∣∣
x=xε

=

[
2 0
0 −2

]
.

z čehož plyne, že

lokálńı minimum: xα =

[
0
1

]
,xβ =

[
0
−1

]
,

lokálńı maximum: xγ =

[
1
0

]
,xδ =

[
−1
0

]
,

sedlový bod: xε =

[
0
0

]
Pod́ıváme-li se ale na funkčńı předpis f(x) = (x2 − y2)e−(x

2+y2), je okamžitě vidět, že lokálńı maxima/minima budou
globálńı minima/maxima. (Funkce je spojitá a diferencovatelná a plat́ı, že lims→+∞ f(s, ks) = 0 nezávisle na směru k.)

(a) a = 1 (b) a = 0 (c) a = −1

Obrázek 1: Pr̊uběh funkce f(x) =
(
x2 + ay2

)
e−(x2+y2).
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6.[6] Uvažujte funkce y1(x1, x2) a y2(x1, x2), které jsou jakožto funkce proměnných x1 a x2, zadány implicitně soustavou
rovnic

e
1

y1y2
−1 − ln (y1x1 + y2x2 + e) = 0,

e
− 1

y1y
2
2
+1
− ln (y1x2 + y2x1 + e) = 0.

Vypočtěte ∂y1
∂x1

(x1, x2) a ∂y2
∂x2

(x1, y1) v bodě x1 = 0, x2 = 0. (Pro úplnost zd̊urazňujeme, že řešeńım úlohy jsou dvě č́ısla
– č́ıslené hodnoty derivaćı v př́ıslušném bodě.)

Řešeńı:

K zodpovězeńı otázky použijeme větu o implicitńıch funkćıch. Označme si

x =

[
x1
x2

]
, y =

[
y1
y2

]
a dále

x0 =

[
x01
x02

]
=

[
0
0

]
, y0 =

[
y01
y02

]
a konečně

F (x,y) =

[
F1(x,y)
F2(x,y)

]
=

[
e

1
y1y2

−1 − ln (y1x1 + y2x2 + e)

e
− 1

y1y
2
2
+1
− ln (y1x2 + y2x1 + e)

]
.

Nejprve najdeme bod y0, který společně s x0 řeš́ı rovnici

F (x0,y0) = 0,

aneb chceme, aby platilo  e
1

y01y
0
2
−1
− ln

(
y01x

0
1 + y02x

0
2 + e

)
e
− 1

y01(y
0
2)

2 +1
− ln

(
y01x

0
2 + y02x

0
1 + e

)
 =

[
0
0

]
,

což po dosazeńı za x0 vede na soustavu rovnic e
1

y01y
0
2
−1
− 1

e
− 1

y01(y
0
2)

2 +1
− 1

 =

[
0
0

]
,

která má jedinné řešeńı

y0 =

[
y01
y02

]
=

[
1
1

]
.

(Symbol x01 znač́ı prvńı složku vektoru x0, horńı index 0 neńı exponent! Symbol
(
x01
)2

znač́ı druhou mocninu x01 a
podobně.) Připomeneme si formálńı výpočet dle věty o implicitńıch funkćıch. Je-li F (x,y(x)) = 0, pak

∂F

∂x
+
∂F

∂y

∂y

∂x
= 0,

odkud
∂y

∂x
= −

[
∂F

∂y

]−1
∂F

∂x
,

přičemž jsme použili značeńı

∂F

∂x
=

[
∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

]
,

∂F

∂y
=

[
∂F1

∂y1
∂F1

∂y2
∂F2

∂y1
∂F2

∂y2

]
,

∂y

∂x
=

[
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

]
.

V našem konkrétńım př́ıpadě dostaneme

∂F

∂x
=

[− y1
y1x1+y2x2+e − y2

y1x1+y2x2+e

− y2
y1x2+y2x1+e − y1

y1x2+y2x1+e

]
,

∂F

∂y
=

− 1
y21y2

e
1

y1y2
−1 − x1

y1x1+y2x2+e − 1
y1y22

e
1

y1y2
−1 − x2

y1x1+y2x2+e

1
y21y

2
2
e
− 1

y1y
2
2
−1
− x2

y1x2+y2x1+e
2

y1y32
e
− 1

y1y
2
2
−1
− x1

y1x2+y2x1+e

 .
Zaj́ımaj́ı nás hodnoty v bodě x0. (Připomeňme si, že y(x0) = y0.) Po dosazeńı dostaneme

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −1

e

[
1 1
1 1

]
,

∂F

∂y

∣∣∣∣
x=x0

=

[
−1 −1
1 2

]
,

[
∂F

∂y

]−1∣∣∣∣∣
x=x0

= −
[

2 1
−1 −1

]
.
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Požadované derivace najdeme dosazeńım do vztahu

∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −
[
∂F

∂y

]−1∣∣∣∣∣
x=x0

∂F

∂x

∣∣∣∣
x=x0

což dává
∂y

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= −1

e

[
2 1
−1 −1

] [
1 1
1 1

]
= −1

e

[
3 3
−2 −2

]
a proto

∂y1
∂x1

∣∣∣∣
x=x0

= −3

e
,

∂y2
∂x2

∣∣∣∣
x=x0

=
2

e
.
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