NOFY152 Matematicka analyza IT Letn{ semestr 2019/2020 25. ¢ervna 2020

Jednotlivé kroky pii vypoétech struéné, ale presné oditvodnéte. V pifpadé studia éiselnych fad doslovné uved'te jaké kritérium
pouzivate pii studiu konvergence. Ve vypoctech muzete bez dalsiho komentafe pouzivat znamé vysledky ohledné konvergence

fad 0% L a 300 (—n{,)n, vlastnosti fad YN, sin (nx), SN, cos (nx), a déle Taylorovy rozvoje elementérnich funkei.

Jméno:

Piiklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 7 6 6 5 6 6 36

Ziskano

1. Urcete a € R tak, aby limita

: ar _ 1)\2
lim In(1 + z)sin(2z) — (e 1)

z—0 3

existovala a byla koneénd. (To jest aby bylo lim, ., f(z) = L, kde L € R.) Uréete hodnotu limity pokud jsou splnény
vami uréend omezeni na konstantu a.
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[6] 2. Bud déna funkce f:x = [z y]T €R?—R

1
3ye =
————, T#0,
f($) = y2 —+ e z?
0, xz =0.
a) Spoctéte limg 0 f(2) po paprscich x = s, y = ks, kde k je libovolné redlné ¢islo a s — 0+. Lze na zdkladé tohoto
vysledku Fici néco o limité limg_,o f(x) a o spojitosti funkce f(x)?

b) Spoctéte limg o f(x) po libovolnych kiivkach ve tvaru z = s, y = s , kde m, n jsou libovolnd pfirozens ¢isla a
s — 0+. Lze na zdkladé tohoto vysledku fici néco o limité limg_,o f(x) a o spojitosti funkece f(x)?

¢) Spoctéte limg o f(x) po kiivee x = s, y = e~ kde s — 0+. Lze na zékladé tohoto vysledku fici néco o limité
limg 0 f(x) a o spojitosti funkce f(x)?
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[6] 3. Zjistéte, zda konverguje fada

Z(_l)n 1 + cos (nm) ‘

(Vysetfete absolutni i neabsolutn{ konvergenci.)
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[5] 4. Najdéte obecné feseni obycejné diferencidlni rovnice

dy : 2
) —2
() =2

a dale najdéte vsechna maximélni feseni, ktera prochézi bodem z =0 a y = 1.
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[6] 5. Uvazujte funkci f(x) : ¢ = [ﬂ € R? — R zadanou pfedpisem

flx) = (x2 + ayQ) o= (@+7),
e Pro volbu a = 1 najdéte body podeztelé z extrému a najdéte lokdlni minima/maxima funkce f.

e Pro volbu a = 0 najdéte body podezielé z extrému a najdéte lokdlni minima/maxima funkce f.

e Pro volbu a = —1 najdéte body podezielé z extrému a najdéte lokdlni minima/maxima funkce f.
Vase zjisténi peclivé oduvodnéte.
Reseni:

Body podezielé z extrému jsou body, ve ktery je nulovy gradient. Chceme tedy fesit rovnice
ﬂ(m
Y) 0]
Vfi(x)= = .
1@ [%@WJ :
Pro klasifikaci bodu podezielych z extrému bude uzitetna matice druhych derivaci,

- | 8 9?2

9% f 8% f
V nasem piipadé je

Vi(x) = [2586_(””2“’2) - (:'32 + ‘”JZ) e—(ﬁ“’z)} - {x (1 - (a:2 + azﬁg;] o~ (@%+y?)

2aye™ (= +0) — 2y (2% 4 ay?) e~ (=*+0") y(a—(a® +ay?
(Pocitame stéle s obecnym a € R.) Spoéteme matici druhych derivaci

V2 f(z) = {2 (1- (;; ytﬁ z)a; 4a2(i ;25; : )+ ay?)) (oo (igzi (ay12)) a +4 Zgg : 24; @ zzx)Z)+ ayQ))] (a2 +3?)

Prozkoumejme nyn{ pifpad a = 1. Pak jest V f(x) = 0 pravé kdyz

Vi(x)=2 B 8 B Eiz 1_ z;gg ef(zery?),

z ¢ehoz plyne, ze body podezielé z extrému jsou
0 2
o = ol x; € R*: le”Q,R? =1
1
(Pripomindme, Ze definujeme |||, g2 =det (2% +9?)%.) V bodé xg = 0 je

2 0
V@, =[5 3]

z ¢ehoz plyne, ze bod x( je lokdlnim minimem. Pro body x; dostaneme

V2 f(a)| =—4F2$ﬂ,

— 2
=== e |zy oy

coz je zjevné negativné semidefinitn{ matice. (Zatim tedy nevime nic.) Podivejme se nyni, jak se chové funkce f(x)
pokud se pohybujeme na mnoziné x; € R? : lz1]l5 gz = 1. Je zjevné, ze funkce je na této mnoziné konstantni, z ¢ehoz
S jiz zjisténymi skutec¢nostmi plyne, ze x; jsou body, ve kterych funkce nabyva (neostré) lokdlnimi maximum. (Situaci
a = 1 lze piipadné piimocare prozkoumat prechodem k polarnim souradnicim.)

Prozkoumejme nyni piipad a = 0. Pak jest V f(x) = 0 pravé kdyz

Viz) =2 [x (1;2;"2)} e (¥ 497)

z ¢ehoz plyne, ze body podezielé z extrému jsou
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kde s € R je libovolné reédlné ¢islo. V bodech x4 je

_ 2" 0
V@l = [ 5

z ¢ehoz nelze piimocaie nic zjistit. Podivame-li se ale na funkéni piedpis f(x) = z2e~(@*+9") | je okamzite vidét, ze
v bodech x(, bude (neostré) lokdlni minimum. (Skutecné, pro jakékoliv & € R je f(x) > 0 a f(xs) = 0.) Pro body
x, dostaneme

411 0
VI @aar =2 |0 9]

e
coz je zjevné negativné definitini gnagice, a v danych bode tedy funkce nabyva lokalnitho maxima. Letmym pohledem
na funkénf predpis f(x) = x%e~(*" %) okamzité vidime, Ze maximum bude dokonce globalni.
Prozkoumejme nyni piipad a = —1. Pak jest Vf(x) = 0 prévé kdyz

z (1 — (22 — o2 — (2242
Vf(z) =2 [y ((_1_((962 _ny))))]e (e244%),

z ¢ehoz plyne, ze body podezielé z extrému jsou

S A A

Jest
4 4
sz(:l:)|w=wa =5 [(1) (1)] ) V2f(m)|m=m5 = |:(1) (1)] ’
VQf(m)|m:w7 — _g {é (1):| , V2f(m)‘w:m5 = —g |:(1) (1):| ) VQf(m)Lz;:wE = [g _02:| 5

z ¢ehoz plyne, ze
lokdlni minimum: x,, = [O] , L3 = [ L ] ,

& . -1
lokélni maximum: x, = [0] , L5 = [ } :

sedlovy bod: . = [8]

Podivéme-li se ale na funkéni predpis f(z) = (2 — y2)e~ (" %°) | je okamzité vidét, Ze lokdln{ maxima/minima budou
globédlni minima/maxima. (Funkce je spojitd a diferencovatelnd a plati, ze lims_, ;o f(s, ks) = 0 nezdvisle na sméru k.)

b)a=0

Obrézek 1: Pritbéh funkee f(x) = (22 + ay?) e~ (#7477,
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[6] 6. Uvazujte funkce yi(x1,22) a ya(x1,x2), které jsou jakozto funkce proménnych z; a x9, zaddny implicitné soustavou
rovnic
1
evivz ' —In (y121 + Yoo +€) = 0,

,%4,1
e ¥1v2  —In(y1me + yox1 +e) =0.

1 92 (21,91) v bodé @1 = 0, x3 = 0. (Pro tplnost zdiraziujeme, Ze Fesenim tlohy jsou dvé &fsla

Vypoctéte 8'—11(331,:52) a 522
¢islené hodnoty derivaci v piislusném bodé.)

Reseni:
K zodpovézeni otazky pouzijeme vétu o implicitnich funkcich. Oznac¢me si

a dale . .
T 0
w=af] <o) v ]
a konecneé I 1
F(z,y) = [Fl(m,y)} _ ‘iiﬂ_ n (y121 + Y272 + €)
FQ(df,y) e viv3 —In (yle + Yoy +e)

Nejprve najdeme bod yg, ktery spolecné s xy fesi rovnici

F(zo,y0) =0,
aneb chceme, aby platilo
el _in (92 + 323 +e) | [0
e O _in (4009 + ydal +¢) | M ’

coz po dosazeni za xy vede na soustavu rovnic

1 __1
| =l
1 _4q -
e AT _q| L0)
0
_ vl |1
w=[] -1
(Symbol z¢ znaéf prvni slozku vektoru g, horni index 0 neni exponent! Symbol (x(l))Q znaci druhou mocninu x
podobné.) Pfipomeneme si formélni vypocet dle véty o implicitnich funkeich. Je-li F(x,y(x)) = 0, pak

kterd mé jedinné feseni

¢ a

OF OFdy _

— —
0xr Oy ox ’
odkud )
oy OF OF
ox Oy ox’
pricemz jsme pouzili znaceni
8F1 8F1 6F1 3F1 ayl ayl
OF _ | 6z oz oF _ 3%1 3%2 @ _ | 0x1 Oz
r  |em oE |, o T |oF ok |s 50T |Ow o |-
Jx1 Oz Y 0y1 Oy2 dx1  Owma
V nasem konkrétnim pripadé dostaneme
Y1 Y2 __1 ey11y2 -1 oz ey11y2 =1 =z
oF _ _y1x1+?},/212+e _y111+yy2z2+e oF _ yiy2 L y1z1ty222+e y1Y3 Yy1T1+Yy222+€
ox = z = L ’ 0 L T wivd o we 2 Ty @
CUSPRANTE AT Y viy3 € : yix2ty2r1+te ylyg’e : Y1Z2+yY2x1+€

Zajimaji nas hodnoty v bodé xy. (Pfipomenme si, ze y(zo) = yo.) Po dosazeni dostaneme

OF =1 = oF] ! 2 1
eezg L1 2] Oy = e

oz

el 1 Oy

_ 1{1 1} oF

=T
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