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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 Celkem bodu
Bodu 6 10 10 10 36
Ziskino

[6] 1. Budiz dédna funkce

V bodé zy = 2:

a) urcete typ singularity,
b) najdéte Laurentovu radu funkce f(z),

¢) spoctéte reziduum.

Reseni:
Funkce sin z je holomorfni v C, f(z) mé proto v zg = 2 pdl ndsobnosti dva. Nyni spo¢teme Laurentovu fadu, rozvoj
funkce sin z v okoli pozadovaného bodu je

sinz =sin ((z —2) +2) = sin (z — 2) cos 2 + cos (z — 2) sin 2

too 2k+1 $o0 2k
. (z-2) . (=2)
~ (cos2) g(fl)km + (sin 2) g(*l)kwy

kde jsme pouzili standardni sou¢tové vzorce pro goniometrické funkce a znamé Laurentovy fady pro goniometrické
funkce. Jmenovatel (2 — 2)? je jiz ve vhodném tvaru, celkem proto

snz , +o0 1 (2 =2y - +oo 1 (2 —2)??
oo (oo %;“ Gk T )kz:%(_ )

7 Laurentovy tfady v okoli bodu zy = 2 okamzité vycteme zbyvajici charakteristiky, reziduum v bodé zy = 2 je
rovno koeficientu u mocniny (z — 2)717 tedy

sin 2z
res,—o m = cos 2.

Z rozvoje do Laurentovy fady opét vidime, ze singularita je zjevné pél nasobnosti dva.
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[10] 2. Pfipomente si Cauchyho vzorec

1

F(8) =t 5 [ (1= 2)7 7O

kde f je holomorfni funkce definovand na C a A je dand matice. S pouzitim Cauchyho vzorce spoctéte sin A, kde A je
matice definovana jako
_1  _V3
A =g [ N ] .

) 2

Reseni:
Nejprve si spocteme vlastni ¢isla matice A. Jest

1o\ -8 1 1 3
2 2 l=(A+z)(rA=2)-S=X-1
V. ) ( +2>< 2) i |

det (A — Al) = det

a vlastni ¢isla matice A jsou tedy A\; = 1 a Ay = —1. Pro vypocet podle Cauchyho vzorce potiebujeme spocist
inverzni matici k matici Al — A, pfimocary vypocet dava
-1 1 V3
1 V3 1 V3 A3 5
W—a)yt——|270 % | __ 1 ;=A% | _ | ocoorn oo
V3 1y G+hH(x-1 -3 V3 1y L2 A3
2 2 2 24l 2 2 TO-D0FD -D(AFD

Dosazenim do Cauchyho vzorce dostaneme

a1 V3
sin _% _g — L (A — A)—l F) AN = R (/\—1)(/2\+1) _(>\—1)2(>\+1) sin(\) dA
—3 1 2mi J, omi ), | % Ats
2 2 G-DOFD) =D+ D)
1 A—2 . 1 V3 .
7 )y 7(/\_1)(';’\“) sinAdA  —5 N 7(/\_1)2()\“) sin A dA
1 3 . 1 A1 . ’
— 5 fﬁ/ oo sinAdY o [ gy sinAdA
kde ~ je néjakd kiivka v komplexni roviné volend tak, aby body Ay = 1 a Ay = —1 lezely uvnitf této kiivky; muzeme
napifklad volit kruznici se stfedem v pocatku a o poloméru 2; v = 2el¥, ¢ € (0,27). Jednotlivé integraly spocteme
pomoci reziduové véty. Integrand je vzdy holomorfni funkce kromé bodu A\; = 1 a Ay = —1 a v kazdém z téchto

bodu méa pdl nasobnosti jedna. Rezidua spocteme podle tvrzeni:

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okoli bodu zy a necht m4 funkce g(z) v bodu 2 kofen nasobnosti

jedna, pak
fz) _ f(2)

) T )

Z=Z0
Primocary vypocet vede na
res ;%sin)\* )\_%sin)\ = —sinl
A+ — A+ 1 oy 4T
A3 = (22 G = 1
resy—_1 OG0T D SinA = | y— sin .- = —ysinl,
A3 A+ 3
-1 ——————sinA = 2 sin A\ = —sinl
resy—1 G-DOED sin </\+1 sin > - 75l
A+ A+
- in\ = 2 sin A = ——sinl
resy—_1 OG0T D sin ()\—1 sin ) L 751,
V3 V3 V3
- 2 in\ = 2 _sin \ = ~“sinl
resy—1 0o OF D) sin <A+1sm _ 4 sinl,
3 V3 \/g
— z in\ = 2 sin A\ = —sinl.
resy—_1 0D OF D) sin o1 sin 4 sin
A=—1
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Celkem proto

— 3 1 A—1 A— 1L
— | ————————=sinAd\ = — | 2~7i -1 2 sin \ + 27i - 2 sin A
i L, DAt 1) sin 9 ( miresy—1 GoD0OTD sin A 4 2miresy—=_; GoD0TD sin )
zlsinl—fsinlz—isinl,

4

a obdobné 1ze postupovat pro dalsi integraly. Jest tedy

_1 B
. _ 5 5 .
sinA = N ) sin 1.
2 2

P1i vypoctu je také mozné vyuzit triku, ktery plyne z Cauchyho vzorce. Je f = g na spektru matice A, aneb je-li
YA € 0 (A): f(N) = g(N), pak je také f (A) = g (A). Volme si vhodné funkci g, kterd spliuje predchozi pozadavek

1 1
g(z) = i(x_ 1)sinl + §(x+ 1)sinl = xsin 1.

(Funkce je polynomidlni v z, nemdme tedy potiZe s jejim vycislenim ani pro matice. Polynomy od matic umime
snadno spocist.) Pak zjevné plati g(z)|,_,, = sinz|,_,, a mizeme tedy psat—pro nasi konkrétni matici—

sinA = (sinl) A

coz po dosazeni kupodivu vede ke stejnému vysledku jako vyse, to jest

sinA =
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[10] 3. Uvazujte posloupnost distribuci {f, :iol C D’ (R) definovanou jako

fa(z) = %e”—kﬁ'
(Pfesnéji uvazujeme posloupnost reguldrnich distribuci definovanych piislusnymi funkcemi.) Najdéte limitu
f=lim fn
této posloupnosti, aneb spoctéte
lim 1 "

n—+oo T T 4 g=nT’
pricemz limitou se mysli limita posloupnosti ve smyslu distribuci. Piesné specifikujte v jaké smyslu je konvergence
definovéna.

Reseni:

Chceme ukazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ plati
(Tt C)p ), o) = (T2 9oy, p(®)

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti redlnych cisel (T, , ), (R),D(R)" Kazdy ¢len posloup-

nosti {fn}:?i je stadardnim zptsobem ztotoznén s distribuci T, , dualita (T}, <p>D,(R) D(R) je tedy

+oo +o00o 1 n

T eTLJC + e—nx

Thbpmom = | Falahotaydo= [ o) do.

Tr=—00 T=—00

Zbyvé spocist limitu. Nejprve si promyslime jak se chovd posloupnost funkef { fn}:z ve smyslu bodové limity.

(Nakreslete si obrazek.) Vidime, ze

. . 1 n +o0, x =0,
lim f,= lim ——— =
n——+o0o n—+oo m eNT e~ T 07 T 7& 0.

Déle si muzeme povSimnout, ze kazda funkce f, je pro vSechna realnd ¢isla kladna. Navic vidime, ze plati

400 +oo 400 “+ o0
1 1 2 2 © 2
/ fn(m)dx:/ *Ldl':Z/ dexS */ ne” "dx = —— [e_"ﬂ+_ = -,
v - T enT 4 g—nT w0 T ent 4 g—nT T Juo T =0 T

=—00 =—0C

coz nds vede k hypotéze, ze limitou posloupnosti { fn}jlg ve smyslu distribuci bude Diracova distribuce s nosi¢em

v bodé nula. (Posloupnost { fn}:;g se “koncentruje” v nule a integrdl z kazdého ¢lenu posloupnosti je konecny,
pricemz integral lze odhadnout shora nezévisle na n.) Pokusme se tuto hypotézu ovérit. Predpokladejme, ze funkce ¢

m4& nosi¢ v intervalu [a, b], pak plati
“+o00 b nb
1 n 1 n Y =nc 1 1 Y
/I —p(x)dz = /x ——p(z)dz = ‘ = /y_na = perid (ﬁ) dy.

T enT | g—nw T enT 4 g—nT dy = ndx

Provedeme limitni prechod n — +o0 a vysledkem je

oo 1 [ 1
lim Lw(aﬁ) dr = ¢ (0) - / —dy,
Yy

n—too J,.__ o, mem e T Jy——oo €Y +€7Y

z ¢ehoz plyne, ze
lim <Tfn ) SO>D’(]R)7D(]R) = CSO (O) =cC <T(S(LE—O)7 ()0>D/ (R),D(R)

n—+o0o
1 [ 1
C =def — ——dy.
def ﬂ_L__OO oY + eV Yy
Spocteme hodnotu konstanty c, jest

1/°° 1 d 2 =Y 1/°° 1 dz 1/°° 1 d 1[ " ]+oo 1
el - dqu= == === ———dz = — [arctan z = —.
T Jy e¥ + e ¥ Y= laz = eYdy = zdy T Joeo z—}—% z T ) 2?2+ 1 T #=0"9

=—00

kde ¢ je konstanta ur¢end vztahem

Pro kazdou testovaci funkci ¢ tedy plati, ze

lim <Tfm(p>D/(]R),D(JR) = <T%6(a:—0)7§0>

n—s-+o0 D'(R),D(R)
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odkud
hm Tfn = T%é(z—o):

n—-+oo

aneb ve smyslu distribuci
1 n

im 1" _Lsa o)

n—+4oco T e~ )
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Zkouskova pisemna préce
4. Pro f € S'(R) feste s pouzitim Fourierovy transformace rovnici

1. cervence 2021
d4f
—S k=96

neni jen pro okrasu, je to zdsadni informace.)

kde § je Diracova distribuce v nule a k € R je konstanta. (Pozor, specifikace prostoru, ve kterém hleddte Feseni, zde
Reseni:

vztahem

Ulohu vyfesime kupfikladu s pouzitim Fourierovy transformace. Pouzijeme Fourierovu transfroamci definovanou

FINE) =aes [ | Flpe 270 dx
Rd
rierova transformace rovnice je

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. S pouzitim tabulky Fourierovych transformaci zjistime, ze Fou-

transformaci

(em et + 1) FIf =1,

kde jsme také vyuzili zndmého vztahu pro Fourierovu transformaci Dirac distribuce. Zbyva najit inverzni Fourierovu

1
f@)=F | —r— | @)
(@) (2m) €4 + k4 (@)
coz je snadné. Inverzni Fourierovu transformaci spoc¢teme podle vzorce

FoUfl@) =as [ P de,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. Chceme tedy spocist integrél

e27ria:§

—+oo
- d¢
/z:foo mtet vkt
k ¢éemuz pouZzijeme ndstroju komplexni analyzy. Funkce

eQm:cz

ef 7/ .,
¢ (2m)" 24 4 k4

9(z) =
ma jednonasobné pély v bodech

ﬁei%-i-igl’

2

z| =

l=0,...,3.
Pro x > 0 zvolime jako integracén{ kiivku polokruznici v horni komplexni poloroviné. (Funkce e
a Jordanova lemmatu pak vede na vypocet

trizaci kruhového oblouku z = Rel?, ¢ € (0, ) klesajici funkce pokud = > 0.) Standardni aplikace residiuové véty
/+oo e2mizg
x

2mizz

je pro parame-
eQTrlaL'z

e m dé- = 27i (resz

eZﬂ'iwz
iSx T 4 a4 .
=317 (2m) " 4 kA
2mixz
4(2m)" 23
i
RPTERN

ISE]

) i eizk(%Jrii)f'
- 4k3
4%67% (ei%i’r) Lei(% 2

75 1%77 + 1zk(\}§+1\}§)12)
TJF%) 1 ke —el(%+ ) +e7i(%+%) efkf? . kx
2 - _ 3 = sin | — 4+ — | .
2k3 2i 2k3 2 * 4
Pro x > 0 jsme tedy ziskali feseni
kx
e v2 . (kx m
)= —sin | —
o) = s (S 4 7)
Hledand funkce musi byt sud&, coz plyne z invariance rovnice viéi zaméné = <> —x, a proto okamzité dostavame
K|z
e vz [(klz| =
T)= sin (| —= + —
/(@) 2k3 ( V2 4)
pro = € R. Reseni lze pfipadné také napsat v ekvivalentnim tvaru

B

_ kl=z]|

A k
o) = S cos (\'/g' - ”) .

4




