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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 7 7 7 7 8 36
Ziskino

1. Bud' dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C* ([0,1]) |y(0) = 0, y(1) = sinh 1} piedpisem

P(y) =/O (v +yy + (v)?) da.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalez{ na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkci lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnici pro funkcionél ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremdlu oznacte Yoxt.

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zdlez{ na znaceni, kterému ddvate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnice pro funkcional ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru h nezdporna.
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[7] 2. Bud ddna posloupnost funkci
1
falzx)=n [cos (w + ) - cosx] e’
n

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 400). Rozhodnéte, zda posloupnost { fn}:g konverguje
stejnomérné k f na intervalu K, M a J, kde

a) K=(¢,L),kdece Rt aLeR" a L >e¢,
b) M = (0,L), kde L € RY,
c) J =(0,400).
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[7] 3. Urcete pro kterd b € R je definovéna funkce

+oo _ bz
F(b) :/ 1= ™ g
0

xrer

(Aneb zjistéte pro kterd b € R uvedeny integral existuje a je konecny.) Pro tato b integral spoctéte. Postupy pouzité pri
resent je nutné peclivé zduvodnit!
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[7] 4. Spoctéte plosny obsah mnoziny M, aneb spoc¢téte integral

/d)\,
M

1
/7d)\,
M /x2_~_%

a dale spoctéte integral

kde M C R? je mnozina definovans vztahem
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Zapis —L__d)je jen jiné znaden{ pro —1L__ dady.) Mnozina je na¢rtnutd na Obrazku 1.
( p fM \/@ Jejen ] p fM \/@ Yy ) ]

06

Obrazek 1: Mnozina M = {X ER?|z >0,
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[8] 5. Uvazujte Hilbertiiv prostor H =g L? ((0,27)) vybaveny standardnim skaldrnim soucinem

27

(s V) 12((0,2)) =def /_Ou(x)v(z) dz.

Uvazujte podprostor V, V' C H, ktery je generovan jako linedrni obal funkci

91(2) =qef sinz,
92() =qef cosx + sin (3z) ,
aneb
V =det {w € H| 1,0 € R: w(z) = ar91(x) + aaga(z)},

a ddle uvazujte funkci f,, € H definovanou pfedpisem
fm () =qet sin (mzx) ,

kde m € Ny. (Mnozinu pfirozenych ¢isel N pro tyto ucely tohoto pifkladu chdpeme véetné nuly, k symbolu N tedy
priddvdme index nula, aby nedoslo k mylce.)

a) Ukazte, ze funkce g; a go jsou na sebe v daném skaldrnim soucinu kolmé. Spoctéte normy funkef [|g1||, a |2l 5+
kde ||-|| ; znaéi standardni normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou pfislusnym skaldrnim sou¢inem.)
b) Zjistéte, pro kterd m € Ng je f, € V.

¢) Pro dané k € Ny najdéte nejlepsi aproximaci funkce fx, € H v podprostoru V', aneb najdéte funkei hy, € V' takovou,
ze plati || fp — hlly = mingey || f — ||, kde ||-|| ; znaéi standardni normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou
piislusnym skaldrnim souc¢inem.)



