NOFY162 Matematika pro fyziky 11 letn{ semestr 2020/2021

Termin pro odevzdéani: ¢tvrtek 8. dubna 2021

Domaéci tkoly

Ptfevedenim na kfivkovy integral v komplexni roviné a s vyuzitim reziduové véty spoctéte nasledujici integral
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kde v.p. znadi integraci ve smyslu hlavni hodnoty chapanou zde jako
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kde tedy singularitu integrandu u x = —1 symetricky vyjmeme e-okolim, a nasledné zkoumame limitu € — 0+.

Postup (tipy):

1. Pouzijte postup ze cviceni, zalozeny na prepisu kosinu jako realné ¢asti komplexni exponencialy.

2. Prejdéte ke komplexni proménné, najdéte a charakterizujte singularity ziskané funkce.

3. Uvazujte integra¢ni kiivku, kterd obchazi singularitu na redlné ose po ”"malé” pulkruznici a vhodné se uzavird ” velkym” obloukem
(pozor na znaménko t).

4. Napiste parametrizaci vSech pouzitych kfivek.

5. Dopoctéte integral vyuzitim reziduové véty, Jordanova lemmatu a lemmatu o obchazeni pélu nasobnosti 1. VSechy kroky
peclivé zduvodnéte.

6. HINT: Praci Vam muze usnadnit ivaha o parité integralu vzhledem k proménné t.

7. BONUS: Zkuste spocitat hlavni hodnotu integralu pro ¢ = 0 klasicky a porovnejte s vysledkem ziskanym postupem vyse.

Reseni:

PrepiSeme nejprve integrél s vyuzitim kosinu jako redlné ¢asti komplexni exponenciely nasledovné
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Prejdeme ke komplexni proménné a komplexni funkci
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Singularity funkce f(z) jsou kofeny jmenovatele, tedy feseni
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/1;,}% f(2)dz = 2wiRes,, f(2),
kde

fre,R f(2)dz = /vf’R f(z)dz+/ﬁ f(z)dz+/7§ f(z)dz .
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Evidentné plati
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lim If’R = lim f L dx + f L dz ; = v.p. f L dx (to chceme spocist)
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Ve druhém integralu obchazime jednonasobny pdl v z = z5 = —1, orientovany thel je —m, tedy dle lemmatu o obchazeni
polu nasobnosti 1, dostavame:
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Na treti integrél pouzijme Jordanovo lemma pro €g(z), pro g(z) = -, (kde tedy t = v ve znén{ Jordanova lemmatu)

Spoctéme
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thg Mgr=0 (pottebujeme pro piipad ¢ > 0),
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Tedy pro t > 0 dostavame
lim I3 =0.
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Tedy jsme dostali
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Spoctéme obé rezidua:
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Konecné zbyva dotesit piipad ¢t < 0. Nejrychlejsi je vSimnout si, Zze puvodni integrand a tedy i hledany integral je funkce
suda vzhledem k parametru t. Tedy staci vysledek sudé prodlouzit, ¢imz dostavame:
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