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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 8. dubna 2021
Převedeńım na křivkový integrál v komplexńı rovině a s využit́ım reziduové věty spočtěte následuj́ıćı integrál

I = v.p.∫
+∞

−∞
cos (tx)

x3 + 1
dx, t ∈ R.

kde v.p. znač́ı integraci ve smyslu hlavńı hodnoty chápanou zde jako

I = lim
ε→0+
(∫

−1−ε

−∞
cos (tx)

x3 + 1
dx + ∫

∞

−1+ε
cos (tx)

x3 + 1
dx) ,

kde tedy singularitu integrandu u x = −1 symetricky vyjmeme ε-okoĺım, a následně zkoumáme limitu ε→ 0+.

Postup (tipy):

1. Použijte postup ze cvičeńı, založený na přepisu kosinu jako reálné části komplexńı exponencialy.

2. Přejděte ke komplexńı proměnné, najděte a charakterizujte singularity źıskané funkce.

3. Uvažujte integračńı křivku, která obcháźı singularitu na reálné ose po ”malé”p̊ulkružnici a vhodně se uzav́ırá ”velkým”obloukem
(pozor na znaménko t).

4. Napǐste parametrizaci všech použitých křivek.

5. Dopočtěte integrál využit́ım reziduové věty, Jordanova lemmatu a lemmatu o obcházeńı pólu násobnosti 1. Všechy kroky
pečlivě zd̊uvodněte.

6. HINT: Práci Vám může usnadnit úvaha o paritě integrálu vzhledem k proměnné t.

7. BONUS: Zkuste spoč́ıtat hlavńı hodnotu integrálu pro t = 0 klasicky a porovnejte s výsledkem źıskaným postupem výše.

Řešeńı:
Přeṕı̌seme nejprve integrál s využit́ım kosinu jako reálné části komplexńı exponenciely následovně

I = Re v.p.∫
+∞

−∞
eitx

x3 + 1
dx .

Přejdeme ke komplexńı proměnné a komplexńı funkci

f(z) =
eitz

z3 + 1
.

Singularity funkce f(z) jsou kořeny jmenovatele, tedy řešeńı

z3
= −1 = eiπ+2kπi k ∈ Z⇐⇒ z = e

iπ
3 + 2kπi

3 k ∈ Z .

Dostáváme tedy tyto tři jednonásobné póly:

z1 = e
iπ
3 =

1 + i
√

3

2

z2 = e
iπ
= −1

z3 = e
5iπ
3 =

1 − i
√

3

2
.

Uvažujme nejprve př́ıpad t ≥ 0. Zvolme integračńı dráhu jako na obrázku. Reziduová věta nám dává:
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∫
Γε,R

f(z)dz = 2πiResz1f(z) ,

kde

∫
Γε,R

f(z)dz = ∫
γε,R1

f(z)dz

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Iε,R1

+∫
γε2

f(z)dz

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Iε2

+∫
γR3

f(z)dz

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
IR3

.

Evidentně plat́ı

lim
R→∞,ε→0+

Iε,R1 = lim
R→∞,ε→0+

{∫

−1−ε

−R
exp(itx)

x3 + 1
dx + ∫

R

−1+ε
exp(itx)

x3 + 1
dx} = v.p.∫

+∞

−∞
exp(itx)

x3 + 1
dx (to chceme spoč́ıst)

Ve druhém integrálu obcháźıme jednonásobný pól v z = z2 = −1, orientovaný úhel je −π, tedy dle lemmatu o obcházeńı
pólu násobnosti 1, dostáváme:

lim
ε→0+

Iε2 = −iπResz2f(z)

Na třet́ı integrál použijme Jordanovo lemma pro eitzg(z), pro g(z) = 1
z3+1

, (kde tedy t = γ ve zněńı Jordanova lemmatu)
Spočtěme

MR = max
z∈γR3
∣g(z)∣ ≤

1

R3 − 1
∼

1

R3
pro R dost velké,

a tedy plat́ı

lim
R→0+

MR = 0 (potřebujeme pro př́ıpad t > 0),

lim
R→0+

RMR = 0 (potřebujeme pro př́ıpad t = 0).

Tedy pro t ≥ 0 dostáváme

lim
R→∞

IR3 = 0 .

Tedy jsme dostali

v.p.∫
+∞

−∞
exp(itx)

x3 + 1
dx = iπResz2f(z) + 2πiResz1f(z) .

Spočtěme obě rezidua:

Resz2f(z) = lim
z→z2

eitz

(z3 + 1)′
=
eitz2

3z2
2

=
e−it

3
=

cos t − i sin t

3
,

Resz1f(z) = lim
z→z1

eitz

(z3 + 1)′
=
eitz1

3z2
1

=
eit( 1+i

√
3

2 )

3e
2πi
3

=
e−

√
3

2 t+ it
2

3
e−

2πi
3

²
−1−√3i

2

= −
e−

√
3

2 t

3
(cos

t

2
+ i sin

t

2
)(

1 + i
√

3

2
)

= −
e−

√
3

2 t

6
{(cos

t

2
−
√

3 sin
t

2
) + i(sin

t

2
+
√

3 cos
t

2
)} .

Odtud tedy

v.p.∫
+∞

−∞
exp(itx)

x3 + 1
dx = π

sin t + i cos t

3
+
πe−

√
3

2 t

3
{(sin

t

2
+
√

3 cos
t

2
) − i(cos

t

2
−
√

3 sin
t

2
)}

a tedy

I = Re v.p.∫
+∞

−∞
exp(itx)

x3 + 1
dx =

π sin t

3
+
πe−

√
3

2 t

3
(sin

t

2
+
√

3 cos
t

2
) pro t ≥ 0 .

Konečně zbývá dořešit př́ıpad t < 0. Nejrychleǰśı je všimnout si, že p̊uvodńı integrand a tedy i hledaný integrál je funkce
sudá vzhledem k parametru t. Tedy stač́ı výsledek sudě prodloužit, č́ımž dostáváme:

I =
π sin ∣t∣

3
+
πe−

√
3

2 ∣t∣

3
(sin

∣t∣

2
+
√

3 cos
∣t∣

2
) pro t ∈ R .



NOFY162 Matematika pro fyziky II letńı semestr 2020/2021 Domáćı úkoly

BONUS: Poč́ıtejme klasicky integrál

I = v.p.∫
+∞

−∞
1

x3 + 1
dx.

Proved’me realný rozklad na parciálńı zlomky:

1

x3 + 1
=

1

(x + 1)(x2 − x + 1)
=

1

3

1

x + 1
−

1

3

x − 2

x2 − x + 1

a se slzou v oku při vzpomı́nce na 1.semestr dále upravme (rozpisem 2.členu) jako

1

x3 + 1
=

1

3

1

x + 1
−

1

6

2x − 1

x2 − x + 1
+

1

2

1

x2 − x + 1

Ukažme, že ve smyslu uvažované hlavńı hodnoty jsou integrály prvńıch dvou výraz̊u nulové:

v.p.∫
+∞

−∞
1

x + 1
= lim
R→∞

lim
ε→0+
{∫

−1−ε

−R
1

x + 1
, dx + ∫

R

−1+ε
1

x + 1
, dx}

= lim
R→∞

lim
ε→0+
{ ln ∣x∣∣

−1−ε
−R + ln ∣x∣∣R−1+ε }

= lim
R→∞

lim
ε→0+

ln ∣
−1 − ε

−1 + ε
∣ = 0 .

Podobně

v.p.∫
+∞

−∞
2x − 1

x2 − x + 1
dx = lim

R→∞
lim
ε→0+
{∫

−1−ε

−R
2x − 1

x2 − x + 1
dx + ∫

R

−1+ε
2x − 1

x2 − x + 1
dx}

= lim
R→∞

lim
ε→0+
{ ln ∣x2

− x + 1∣∣
−1−ε
−R + ln ∣x2

− x + 1∣∣R−1+ε }

= lim
R→∞

lim
ε→0+

ln ∣
R2 −R + 1

R2 +R + 1

(−1 − ε)2 − (−1 − ε) + 1

(−1 + ε)2 − (−1 + ε) + 1
∣ = 0

Posledńı integrál nám dá úpravou na čtverec:

1

2
∫

+∞

−∞
1

x2 − x + 1
dx =

1

2
∫

+∞

−∞
1

(x − 1
2
)

2
+ 3

4

dx =
2

3
∫

+∞

−∞
1

1 + ( 2x−1√
3
)

2
dx =

1
√

3
arctan(

2x − 1
√

3
)∣

+∞

−∞
=
π
√

3
,

v souladu s naš́ı obecnou formuĺı pro t = 0.


