SYLABUS piednasky NOFY152 - LS 2019/2020

Sylabus zahrnuje i témata, kterd nebyla odpfednesena v ZS 2019/2020 (kdy jsme shodou
ruznych okolnosti méli 21 predndsek namisto standardnich 26): Taylorovy polynomy a Rie-
mannuv a Newtonuv integral.

Pozadovana je znalost definic a tvrzeni, prehled a intepretace pojmu, hlavni myslenky
dukazu. Latka, ktera nebude zkouSena, je vyznacena modre.

4. Hlubsi vlastnosti spojitych a diferencovatelnych funkci

e Taylorovy polynomy. Definice. Peanova véta. Lagrangeuv, Cauchytuv a integralni® tvar
zbytku. Taylorovy polynomy zakladnich funkci a jejich pouziti pti vypoctu limit. Apli-
kace: postacujici podminka pro globdlni extrém (pro funkce jedné realné proménné).

5. Newtonuv a Riemannuv integral.

e Newtonuv integral (NI). Definice zobecnéné primitivni funkce a definice NI.

e Riemannuv integral (RI). Dolni a horni Riemannovy soucty, horni a dolni RI a jejich
existence. Definice RI. Charakterizace existence RI. Véty o existenci RI (pro (i) f €
C({a,b)), (ii) f omezenou na (a,b) a spojitou az na koneény pocet bodu, a (iii) f
monoténni).

e Vlastnosti Riemannova integralu. RI = piiklad linedrniho funkciondlu. RI nezdpornych
funkei, uspotrddani, vztah RI pro f a RI pro | f|. RI pfes sjednoceni disjunktnich mnozin
= soucet RI pres jednotlivé mnoziny. Zakladni véta integralniho a diferencidlniho poctu.
Véta o existenci primitivni funkce. Prostor Riemannovsky a Newtonsky integrova-
telnych funkci. Absolutné a neabsolutné konvergentni integral - piikladem jsou RI resp.
NI

e Véty o stfedni hodnoté, per partes a substituci. Aplikace RI ¢ NI. Délka kiivky zadana
jako graf funkce, jako ktivka v kartézskych resp. poldrnich souradnicich, obsah plochy,
objem a povrch rotujicich téles.

e n!: jeho odhad a rozsiteni pomoci I'-funkce. 7 je iraciondlni.

6. Ciselné tady.

e Terminologie a zdkladni vlastnosti. Pojem fady a posloupnosti ¢astecnych souctu pro
danou posloupnost ¢isel. Konvergentni, divergentni, oscilujici fada. Geometricka, te-
leskopickd, harmonickd fada. Nutnd podminka konvergence fad. Aritmetika fad.

e Rady s nezdpornymi ¢leny. Srovnavaci a podilové srovndvaci kritérium. Cauchyho od-
mocninové a D’Alembertovo podilové kritérium a jejich limitni verze. Integralni kritérium.
Kondenzaé¢ni, Raabeho a Gaussovo kritérium (u poslednich dvou nebudou dukazy
zkouseny).

ntegralni tvar zbytku odpfednesen na konci kapitoly 5.



e Alternujici a obecné fady. Absolutné/neabsolutné konvergujici fady. Bolzano-Cauchyho
podminka pro fady. Absolutni konvergence fady implikuje konvergenci fady. Alternujici
rady. Leibnizovo kritérium. Abelovo.a Dirichletovo kritérium.

e Mohutnost (kardinalita) ¢isel (Koneénd, spoc¢etnd a nespo¢etnd mnozina. Mnozina redlnych
¢isel je nespocetnd. Mohutnost mnoziny vSech podmnozin realnych ¢isel. Cantorova di-
agonalizace.) Prerovnani fad (definice, prerovnani absolutné konveregentnich rad, Rie-
mannova véta o prerovnani neabsolutné konvergentnich tad). Soucin fad (Mertensova
véta. Cauchyuv soucin dvou absolutné konvergentnich tad.)

e Mocninné fady. Definice. Polomér konvergence a metody pro jeho urceni. Derivace a
integrace mocninych rad. Abelova véta.

e Véty o sinu, cosinu a exponenciéle (jen hlavni myslenky dukazu). e je iracionalni.

7. Obycejné diferencidlni rovnice (ODR).

e Uvod. Terminologie a klasifikace riznych typu diferencidlnich rovnic. Po¢ate¢ni versus
okrajova uloha pro obycejnou diferencialni rovnici 2. fadu, fazovy prostor, prevod na
systém rovnic 1. fddu. Energetickd bilance. Obecné feseni homogenni a nehomogenni
linearni diferencidlni rovnice 2. fadu. Resonance.

e Skaldrni ODR 1. fadu. Definice feseni, definice maximalniho feseni, smérové pole. Linearni
ODR 1. tddu (metoda integracniho faktoru) a nelinearni ODR se separovanymi proménnymi.
Bernoulliova, homogenni a Riccatiova rovnice. Chemické a biologické modely.

e Zékladni existencni véty. Definice lokalniho feSeni pocéastecéni ilohy pro systém ODR

1. fadu. Peanova a Picard-Lindelofova véta. Eulerova numerickd metoda tecen. Resent
ODR metodou mocninnych rad. Besselova rovnice.

e Linedrni skaldrni ODR n-tého fddu. Véta o globalni existenci a jednoznacnosti pocatecni
ulohy. Vlastnosti feSeni homogenni rovnice , tj. rovnice s nulovou pravou stranou.
Wronského matice a Wronskidn. Metoda variace konstant. Nalezeni baze pro linedrni
ODR n-tého tadu s konstanimi koeficienty.

8. Funkce vice proménnych (a ivod do metrickych prostoru).

e Prostor RY. (R4, +) je Abelova grupa, R? je vektorovy prostor. Skaldrni soucin a jeho
vlastnosti, (Eukleidovskd) norma indukovand skalarnim sou¢inem, p-normy, ekvivalence
norem, geometricky vyznam, metrika v R?.

e Zobecnéné struktury. (Pre-)Hilbertovy prostory, normované linedrni prostory, metrické
prostory. Piiklady: spojité funkce na uzavieném intervalu s maximovou resp. integralni
normou (metrikou) tvor{ normované (metrické) vektorové prostory, normy nejsou ekvi-
valentni. ¢P prostory.

e Topologie R?. e-ové okoli bodu, vnitini bod mnoziny, mnozina oteviend, uzaviena,
systém vsech otevienych (uzavienych) mnozin v R - topologie R¢, bod hranice mnoziny,



hranice, uzavér mnoziny M (nejmensi uaviend mnozina obsahujici M), vnitfek mnoziny
M (nejveétsi oteviena podmnozina M ). Bod je uzaviena mnozina. Hausdorffuv oddélovact
axiom. Hromadny bod, charakterizace uzavienych mnozin pomoci hromadnych bodu.

Konvergence posloupnosti, iplnost a kompaktnost v R?. Konvergence posloupnosti bodu
v topologickém a metrickém prostoru, cauchyovska posloupnost, Banachuv prostor,
kompaktnost (topologickd definice), kompaktnost v metrickém prostoru a jeji charak-
terizace. Kompaktni mnoziny v R?. Heine-Borelova véta. Malé 7 prostory.

Limita, spojitost a derivace skalarnich a vektorovych funkci vice proménnych. Spojitost,
parcidlni derivace, divergence, derivace ve sméru, zakladni véty, véta o derivovani
slozeného zobrazeni, gradient, derivace ve sméru nejvétsiho spadu, véta o zaméné deri-
vaci vyssiho radu.

Totalni diferencial a Tayloruv rozvoj. Dvé varianty véty o stfedni hodnoté. Totalni di-
ferencial a jeho geometrickd interpretace pro skalarni funkce. Dusledky plynouci z exis-
tence totalniho diferencialu. Postacujici podminky k existenci totalniho diferencialu.

Véty o spojitém zobrazeni na kompaktu K C R¢, extrémy. Definice lokdlniho/globdlniho
maxima/minima. Definice sedlového bodu. Pro f € C(K) plati: f(K) je kompakt, f je
omezena v K, f nabyva maxima a minima v K, f je stejnomérné spojita v K. Nutné

a postacujicici podminky existence extrému.

O ¢tytech hlubsich vétach. Banachova véta (varianty v Banachové prostoru a v iplném
metrickém prostoru) a jeji modifikace s poc¢dtkem coby poc¢ateéni hodnotou pro iterace.
Aplikace 1: dukaz Picard-Lindelofovy véty.

Véta o implicitnich funkcich vcetné odvozeni vztahu pro derivace pro skalarni resp.
Jakobiho matici pro vektorové funkce. ODR 1. fddu ve tvaru totalniho diferencialu.
Potencial k danému vektorovému poli a nutna (a postacujici) podminka jeho existence.

Véta o inverznim zobrazeni (lokdlni a globélni varianta).

Lagrangeova véta o vazanych extrémech (resp. o multiplikdtorech). Extrémy kvadra-
tické formy na jednotkové sféte.



