
SYLABUS přednášky NOFY152 - LS 2019/2020

Sylabus zahrnuje i témata, která nebyla odpřednesena v ZS 2019/2020 (kdy jsme shodou
r̊uzných okolnost́ı měli 21 přednášek namı́sto standardńıch 26): Taylorovy polynomy a Rie-
mann̊uv a Newton̊uv integrál.

Požadována je znalost definic a tvrzeńı, přehled a intepretace pojmů, hlavńı myšlenky
d̊ukaz̊u. Látka, která nebude zkoušena, je vyznačena modře.

4. Hlubš́ı vlastnosti spojitých a diferencovatelných funkćı

• Taylorovy polynomy. Definice. Peanova věta. Lagrange̊uv, Cauchẙuv a integrálńı1 tvar
zbytku. Taylorovy polynomy základńıch funkćı a jejich použit́ı při výpočtu limit. Apli-
kace: postačuj́ıćı podmı́nka pro globálńı extrém (pro funkce jedné reálné proměnné).

5. Newton̊uv a Riemann̊uv integrál.

• Newton̊uv integrál (NI). Definice zobecněné primitivńı funkce a definice NI.

• Riemann̊uv integrál (RI). Dolńı a horńı Riemannovy součty, horńı a dolńı RI a jejich
existence. Definice RI. Charakterizace existence RI. Věty o existenci RI (pro (i) f ∈
C(〈a, b〉), (ii) f omezenou na 〈a, b〉 a spojitou až na konečný počet bod̊u, a (iii) f
monotónńı).

• Vlastnosti Riemannova integrálu. RI = př́ıklad lineárńıho funkcionálu. RI nezáporných
funkćı, uspořádáńı, vztah RI pro f a RI pro |f |. RI přes sjednoceńı disjunktńıch množin
= součet RI přes jednotlivé množiny. Základńı věta integrálńıho a diferenciálńıho počtu.
Věta o existenci primitivńı funkce. Prostor Riemannovsky a Newtonsky integrova-
telných funkćı. Absolutně a neabsolutně konvergentńı integrál - př́ıkladem jsou RI resp.
NI.

• Věty o středńı hodnotě, per partes a substituci. Aplikace RI či NI. Délka křivky zadaná
jako graf funkce, jako křivka v kartézských resp. polárńıch souřadnićıch, obsah plochy,
objem a povrch rotuj́ıćıch těles.

• n!: jeho odhad a rozš́ı̌reńı pomoćı Γ-funkce. π je iracionálńı.

6. Č́ıselné řady.

• Terminologie a základńı vlastnosti. Pojem řady a posloupnosti částečných součt̊u pro
danou posloupnost č́ısel. Konvergentńı, divergentńı, osciluj́ıćı řada. Geometrická, te-
leskopická, harmonická řada. Nutná podmı́nka konvergence řad. Aritmetika řad.

• Řady s nezápornými členy. Srovnávaćı a pod́ılové srovnávaćı kritérium. Cauchyho od-
mocninové a D’Alembertovo pod́ılové kritérium a jejich limitńı verze. Integrálńı kritérium.
Kondenzačńı, Raabeho a Gaussovo kritérium (u posledńıch dvou nebudou d̊ukazy
zkoušeny).

1Integrálńı tvar zbytku odpřednesen na konci kapitoly 5.
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• Alternuj́ıćı a obecné řady. Absolutně/neabsolutně konverguj́ıćı řady. Bolzano-Cauchyho
podmı́nka pro řady. Absolutńı konvergence řady implikuje konvergenci řady. Alternuj́ıćı
řady. Leibnizovo kritérium. Abelovo.a Dirichletovo kritérium.

• Mohutnost (kardinalita) č́ısel (Konečná, spočetná a nespočetná množina. Množina reálných
č́ısel je nespočetná. Mohutnost množiny všech podmnožin reálných č́ısel. Cantorova di-
agonalizace.) Přerovnáńı řad (definice, přerovnáńı absolutně konveregentńıch řad, Rie-
mannova věta o přerovnáńı neabsolutně konvergentńıch řad). Součin řad (Mertensova
věta. Cauchẙuv součin dvou absolutně konvergentńıch řad.)

• Mocninné řady. Definice. Poloměr konvergence a metody pro jeho určeńı. Derivace a
integrace mocniných řad. Abelova věta.

• Věty o sinu, cosinu a exponenciále (jen hlavńı myšlenky d̊ukazu). e je iracionálńı.

7. Obyčejné diferenciálńı rovnice (ODR).

• Úvod. Terminologie a klasifikace r̊uzných typ̊u diferenciálńıch rovnic. Počátečńı versus
okrajová úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu, fázový prostor, převod na
systém rovnic 1. řádu. Energetická bilance. Obecné řešeńı homogenńı a nehomogenńı
lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu. Resonance.

• Skalárńı ODR 1. řádu. Definice řešeńı, definice maximálńıho řešeńı, směrové pole. Lineárńı
ODR 1. řádu (metoda integračńıho faktoru) a nelineárńı ODR se separovanými proměnnými.
Bernoulliova, homogenńı a Riccatiova rovnice. Chemické a biologické modely.

• Základńı existenčńı věty. Definice lokálńıho řešeńı počástečńı úlohy pro systém ODR

1. řádu. Peanova a Picard-Lindelöfova věta. Eulerova numerická metoda tečen. Řešeńı
ODR metodou mocninných řad. Besselova rovnice.

• Lineárńı skalárńı ODR n-tého řádu. Věta o globálńı existenci a jednoznačnosti počátečńı
úlohy. Vlastnosti řešeńı homogenńı rovnice , tj. rovnice s nulovou pravou stranou.
Wronského matice a Wronskián. Metoda variace konstant. Nalezeńı báze pro lineárńı
ODR n-tého řádu s konstańımi koeficienty.

8. Funkce v́ıce proměnných (a úvod do metrických prostor̊u).

• Prostor Rd. (Rd,+) je Abelova grupa, Rd je vektorový prostor. Skalárńı součin a jeho
vlastnosti, (Eukleidovská) norma indukovaná skalárńım součinem, p-normy, ekvivalence
norem, geometrický význam, metrika v Rd.

• Zobecněné struktury. (Pre-)Hilbertovy prostory, normované lineárńı prostory, metrické
prostory. Př́ıklady: spojité funkce na uzavřeném intervalu s maximovou resp. integrálńı
normou (metrikou) tvoř́ı normované (metrické) vektorové prostory, normy nejsou ekvi-
valentńı. `p prostory.

• Topologie Rd. ε-ové okoĺı bodu, vnitřńı bod množiny, množina otevřená, uzavřená,

systém všech otevřených (uzavřených) množin v Rd - topologie Rd, bod hranice množiny,
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hranice, uzávěr množiny M (nejmenš́ı uavřená množina obsahuj́ıćı M), vnitřek množiny
M (největš́ı otevřená podmnožinaM). Bod je uzavřená množina. Hausdorff̊uv oddělovaćı
axiom. Hromadný bod, charakterizace uzavřených množin pomoćı hromadných bod̊u.

• Konvergence posloupnosti, úplnost a kompaktnost v Rd. Konvergence posloupnosti bod̊u
v topologickém a metrickém prostoru, cauchyovská posloupnost, Banach̊uv prostor,
kompaktnost (topologická definice), kompaktnost v metrickém prostoru a jej́ı charak-
terizace. Kompaktńı množiny v Rd. Heine-Borelova věta. Malé `p prostory.

• Limita, spojitost a derivace skalárńıch a vektorových funkćı v́ıce proměnných. Spojitost,
parciálńı derivace, divergence, derivace ve směru, základńı věty, věta o derivováńı
složeného zobrazeńı, gradient, derivace ve směru největš́ıho spádu, věta o záměně deri-
vaćı vyšš́ıho řádu.

• Totálńı diferenciál a Taylor̊uv rozvoj. Dvě varianty věty o středńı hodnotě. Totálńı di-
ferenciál a jeho geometrická interpretace pro skalárńı funkce. Důsledky plynoućı z exis-
tence totálńıho diferenciálu. Postačuj́ıćı podmı́nky k existenci totálńıho diferenciálu.

• Věty o spojitém zobrazeńı na kompaktu K ⊂ Rd, extrémy. Definice lokálńıho/globálńıho
maxima/minima. Definice sedlového bodu. Pro f ∈ C(K) plat́ı: f(K) je kompakt, f je
omezená v K, f nabývá maxima a minima v K, f je stejnoměrně spojitá v K. Nutné
a postačuj́ıćıćı podmı́nky existence extrému.

• O čtyřech hlubš́ıch větách. Banachova věta (varianty v Banachově prostoru a v úplném
metrickém prostoru) a jej́ı modifikace s počátkem coby počátečńı hodnotou pro iterace.
Aplikace 1: d̊ukaz Picard-Lindelöfovy věty.

Věta o implicitńıch funkćıch včetně odvozeńı vztahu pro derivace pro skalárńı resp.
Jakobiho matici pro vektorové funkce. ODR 1. řádu ve tvaru totálńıho diferenciálu.
Potenciál k danému vektorovému poli a nutná (a postačuj́ıćı) podmı́nka jeho existence.

Věta o inverzńım zobrazeńı (lokálńı a globálńı varianta).

Lagrangeova věta o vázaných extrémech (resp. o multiplikátorech). Extrémy kvadra-
tické formy na jednotkové sféře.
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