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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 20. května 2021

1. Rozhodněte (a přesně od̊uvodněte), zda zobrazeńı T ∶ D(R)→ R definována předpisem

1. ⟨T,ϕ⟩ ∶= ϕ3(0),
2. ⟨T,ϕ⟩ ∶= ∑∞n=1 ϕ(n)(n),

jsou distribuce.

Řešeńı:

● Zobrazeńı T definované předpisem ⟨T,ϕ⟩ ∶= ϕ3(0) neńı distribuce, nebot’ T neńı lineárńı: pro α ∈ R ∖ {0,1} se
⟨T,αϕ⟩ = α3ϕ3(0) nerovná α⟨T,ϕ⟩ = αϕ3(0).

● Zobrazeńı T definované předpisem ⟨T,ϕ⟩ ∶= ∑∞n=1 ϕ(n)(n) je distribuce, nebot’

• ⟨T,ϕ⟩ ∈ R pro všechna ϕ ∈ D(R). Pro libovolné, pevné ϕ ∈ D(R) existuje K > 0 tak, že suppϕ ⊂ ⟨−K,K⟩ a

tedy od jistého n0 je ϕ(n) = 0 a také ϕ(n)(n) = 0. Tedy ∑∞n=1 ϕ(n)(n) má nejvýše n0 nenulových sč́ıtanc̊u a tak

∑∞n=1 ϕ(n)(n) ∈ R.

• T je lineárńı. Plyne z vět o limitě a derivováńı součtu z prvńıho semestru:

⟨T,αϕ1 + βϕ2⟩ =
∞

∑
n=1

[αϕ1 + βϕ2](n) (n) =
∞

∑
n=1

[αϕ(n)1 (n) + βϕ(n)2 (n)] = α
∞

∑
n=1

ϕ
(n)
1 (n) + β

∞

∑
n=1

ϕ
(n)
2 (n)

= α⟨T,ϕ1⟩ + β⟨T,ϕ2⟩

• T je spojitý. Máme ukázat, že pokud ϕk → 0 v D(R) pro k → ∞, pak ⟨T,ϕk⟩ → 0 pro k → ∞. Z předpokladu

ϕk → 0 v D(R) však plyne existence K > 0 tak, že všechny ϕk jsou nulové vně ⟨−K,K⟩. Nav́ıc pro všechna

m ∈ N∪{0} posloupnosti ϕ
(m)
k konverguj́ı stejnoměrně k nule v ⟨−K,K⟩. Tedy existuje n0 tak, že n0 ≤K < n0 +1

⟨T,ϕk⟩ =
n0

∑
n=1

ϕ
(n)
k (n) = ϕk(0) + ϕ′k(1) + ⋅ ⋅ ⋅ + ϕ

(n0)

k (n0)

a z výše uvedených stejnoměrných konvergenćı plynou, pro k →∞, bodové konvergence k nule pro posloupnosti

{ϕ(n)k (n)}∞k=1, n = 0, . . . , n0.
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2. 1. Ukažte, že f(x) ∶= log ∣x∣ ∈ L1
loc(R).

2. Tedy f(x) = log ∣x∣ generuje regulárńı distribuci Tf . Ukažte, že pro jej́ı derivaci ve smyslu distribućı plat́ı:

(Tf)′ = Tv.p. 1x v D′(R),

kde distribuce na pravé straně byla definována a studována na přednášce.

Řešeńı:

● Funkce log ∣x∣ je sudá. Na (0,∞) je funkce x logx−x primitivńı funkce k logx. Pro libovolný interval ⟨ε,K⟩ ⊂ (0,∞),
kde 0 < ε < 1 <K, plat́ı:

∫
K

ε
∣ logx∣dx = −∫

1

ε
logxdx + ∫

K

1
logxdx =K logK −K + 2 + ε log ε − ε→K logK −K + 2 pro ε→ 0.

Tedy f ∈ L1(⟨−K,K⟩) pro libovolné K > 0.

● Dle definice distributivńı derivace (derivace ve smyslu distribućı) máme

⟨(log ∣x∣)′, ϕ⟩ = −∫
R

log ∣x∣ϕ′(x)dx

= − lim
ε→0+,R→+∞

[∫
−ε

−R
log(−x)ϕ′(x)dx + ∫

R

ε
(logxϕ′(x)dx]

= − lim
ε→0+,R→+∞

[−∫
−ε

−R

ϕ(x)
x

dx − ∫
R

ε

ϕ(x)
x

dx] − lim
ε→0+

[[log(−x)ϕ(x)]−ε−K + [log(x)ϕ(x)]Kε ]

= ⟨Tv.p. 1x , ϕ⟩ − lim
ε→0+

(log εϕ(−ε) − log εϕ(ε))

= ⟨Tv.p. 1x , ϕ⟩ + lim
ε→0+

(log ε (ϕ(ε) − ϕ(−ε))

= ⟨Tv.p. 1x , ϕ⟩ + lim
ε→0+

2ε log εϕ′(ξ) (ξ ∈ (−ε, ε))

= ⟨Tv.p. 1x , ϕ⟩,

kde jsme využili postupně integrace per partes, definici Tv.p. 1x , skutečnosti, že ϕ je nulová vně ⟨−K,K⟩ a Lagrangeovu
větu o středńı hodnotě.


