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Reseni vybrangch tloh
8. sada

Najdéte maximalni feseni ODR

y cosx — ysinz = cos® z.

Reseni: Vidime, Ze rovnice (1) degeneruje v bodech, kde cosz = 0. Na intervalech, kde je cosx # 0,
miizeme vydélit rovnici funkci cos z. Dostaneme
- T
Yy —ytanz =coszx, = € (7 + km, B +knm), keZ.

Dale

—/tanx da::—/smx dr =1In|cosz| + c.

COS T

Integrac¢ni faktor rovnice (1) je tedy e lcosal — | cos z|. Abychom se nemuseli zabjvat znaménkem' cos z na

(5° +km, 5 +km), kde k € Z je pevné zvolené, tak vynasobime rovnici (2) funkci sign(cos x)| cos z| = cos x.
Dostaneme

(ycosz) =1y cosz — ysinz = cos® z.
Tim jsme sice dospéli k ptuvodni rovnici (1), ale na druhou stranu jsme vyjadrfili levou stranu jakozto
derivaci funkce y cos x, a to bylo nasim cilem. Dale

1 2 in 2
/COSQxdx:/Wd$:§+Sln4x+d7 d e R.

Tudiz z (3) plyne

y(z) =

1 (f sin 2z ) rz+2d sinx -
 cosz

d) = —, T €
2+ 4 2cosx+2’x (2

Je patrné, Ze funkci y nelze pro zadné d spojité rozsifit na zadny vétsi otevieny interval obsahujici (=" +
km,5 + kn), k € Z. Tedy (4) jsou vSechna maximélni feSeni (1).

+k‘7r,g+k‘7r), ke Z.

Najdéte maximalni feSeni rovnice
/.
Y sin2z = 2(y + cos ),
které je omezené pro xz — 7.

Reseni: Podobné jako v piikladu 1.a), rovnice (5) degeneruje v bodech, kde sin 2z = 0. Na intervalech,
kde sin 2z # 0, mizeme touto funkci vydélit a dostaneme novou rovnici

2 2 1 1
g2y Zeosw xE(T,(kzM),keZ.

sin 2x sin 2x sinx’

Dale integraci spoc¢teme

2 dzx cos T
_ zln} ’+c:ln|cotx\+c.

sin 2z sin x
Integra¢ni faktor rovnice (1) je tedy e lcota] — ‘ cot x‘ Abychom se nemuseli zabyvat znaménkem cot z na
x € (%’r, (kzl)ﬂ), kde k € Z je pevné zvolené, tak vynasobime rovnici (6) funkci sign(cot z)| cot z| = cot x.
Dostaneme
/ , 1 cosx
(ycota:) =ycotr — ——5—y=—5—.
sin” x sin® x
Déle
Ccos T 1
/_2 der =———+4d, d e R.
sin® x sinx
Tudiz
1 dsinx — 1
y(z) =tanz(d — ——) = dtanz — =
sinx cosx cos T

fesi (6) na z € (&F, (kzl)”), ke Z.

Lysimnéte si, ze cos z neméni znaménko na (& +km, 5 +km), kel

1



(10)

(11)

(12)

Jestlize polozime d = 1, pak (7) je omezena na prstencovém okoli 7, dokonce plati

sinz —1  sing —cos 3 . (k:Tr (k;+1)7r>7 ke,

cos cos 5 +sin §’ 272
a prava strana rovnosti v (8) je nekonecné diferencovatelna funkce na (—Z%,2%). Je navic jasné, Ze pro

zadnou jinou hodnotu d neni (7) omezena na prstencovém okoli 7. Navic funkce

in T z
sin 5 — €os 5 T 3T

—2 2 ge(—5, >

cos 5 +sin &’ ( 2’2)

fesi (5). Jelikoz tuto funkci nelze spojité rozisifit na zadny vétsi interval, je (9) o maximélni FeSeni (5),
které je omezena na prstencovém okoli 7.

Naleznéte obecné reSeni rovnice

yﬁfyZQQIfl‘Q.

Reseni: Kofeny charakteristické rovnice
M_o1=MA-1)X+1)=0
jsou A = £1. Obecné feseni prislusné homogenni rovnice ma tedy tvar
yp(z) = cr1e” + coe™*, c1,c0 € R.
Nyni najdeme partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice (10). Nejprve studejme FeSeni rovnice
Y —y=2e".
Ta méa pravou stranu ve specidlnim tvaru. Jelikoz e” je FeSenim homogenni rovnice (neboli 1 je kotfen
charakteristické rovnice), feseni (11) muzeme hledat ve tvaru yp, (x) = aze®, a € R. Dosazenim do levé
strany (11) zjistime, Ze
(aze®)" — aze® = (ae® + axe®)’ — axe® = (2ae” + axe”) — axe™ = 2ae”,
tudiz a = 1.
Zbyvéa najit partikularni feseni y,, rovnice
y// —y=— x2.
Pravé strana nem4 specialni tvar. Reseni budeme hledat metodou variace konstant, tj. feseni (12) hleddme
ve tvaru yp, () = u(x)e® + v(x)e™™, kde u(x),v(x) jsou neznamé funkce, o kterych navic predpokladame,
ze
o' (z)e” + ' (z)e” = 0.
Pak u, v fesi soustavu diferencialnich rovnic
u'(z)e” + ' (z)e™™ =0,

—x 2

T (z)e™" = —a”,

u'(z)e

kterou miZzeme pomoci matic prepsat jako

et e ” W(z)y (0
e —e ) \WV(x)) T \—2?)"
Determinant matice 2 x 2 je —2, Cramerovo pravidlo tedy dava

1 -z —1
u(x) = D) det ( 02 ¢ _m> = g%

—x° —e 2
1 e® 0 1
/ _ = — 2 x
v'(x) = 5 det (633 —x2> 51e”
Integraci dostaneme (integra¢ni konstanty mizeme volit libovolné, napf. 0)
z? x?
u(z) =e (= +a+1), vr) =" (% —z+1),

2 2

a tedy
Ypy (2) = u(x)e” +v(z)e ™ = 2° + 2.



Celkové je tedy kazdé feseni (10) tvaru
y(x) = cre® +coe  +xze® + 22 +2, z €R, ¢1,¢0 €R.



