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Uvažujte množinu Dx,y, která je ohraničená dvě kružnicemi, viz Obrázek. Vněǰśı kružnice je popsána rovnićı ∣z∣ = 1, vnitřńı
kružnice je popsána rovnici ∣z − 2
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. Množina Dx,y je obrazem množiny Du,v, která je ohraničená dvěma soustřednými

kružnicemi ∣w∣ = 1 a ∣w∣ = 2 při zobrazeńı

z =
w − 2

2w − 1
. (1)

V př́ıkladu použ́ıváme následuj́ıćı konvenci pro zápis komplexńıch č́ısel, z = x + iy a w = u + iv.
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Obrázek 1: Zobrazeńı mezi množinami Dx,y a Du,v.

1. Ukažte, že inverzńı zobrazeńı k (1) je dáno vztahem

w =
z − 2

2z − 1
. (2)

2. Rozmyslete si, že tvrzeńı uvedené v zadáńı je skutečně pravdivé, to jest ukažte, že množina Du,v se skutečně zobraźı
na Dx,y. Ukažte, že kružnice ∣w∣ = 2 se zobraźı na kružnici ∣z − 2
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, zat́ımco kružnice ∣w∣ = 1 se zobraźı na kružnici ∣z∣ = 1.

3. Na množině Du,v řešte Laplaceovu rovnici pro funkci F (u, v),

∆u,vF (u, v) = 0, (3)

F (u, v)∣u2+v2=1 = 0, (4)

F (u, v)∣u2+v2=4 = 1, (5)

a ukažte, že řešeńı je dáno vztahem

F (u, v) =
1

2 ln 2
ln (u2

+ v2) . (6)

Symbol ∆u,v znač́ı Laplace̊uv operátor v proměnných u a v. Při řešeńı této úlohy by se vám mohl přij́ıt vhod přepis
Laplaceova operátoru do polárńıch souřadnic.

4. Na množině Dx,y řešte Laplaceovu rovnici pro funkci f(x, t),

∆x,yf(x, y) = 0, (7)

f(x, y)∣∣z− 2
5
∣= 2

5
= 1, (8)

f(x, y)∣∣z∣=1 = 0. (9)

Měli byste dospět ke vzorci

f(x, y) =
1

2 ln 2
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(2x2

+ 2y2 − 5x + 2)2 + 9y2

((2x − 1)2 + 4y2)
2

. (10)

Toto je jiná technika na řešeńı Laplaceovy rovnice na excentrickém mezikruž́ı než jakou jsme diskutovali na cvičeńı. Na
cvičeńı jsme zvládli zobrazit obdélńık na (skoro celé) excentrické mezikruž́ı. Zde zobrazujeme koncentrické mezikruž́ı na
excentrické mezikruž́ı. Myšlenka je ale v obou př́ıpadech stejná — chceme pracovat na množině, na které lze Laplaceovu
rovnici snadno řešit.
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