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Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 6 14 30

Źıskáno

1.[10] Uvažujte posloupnost distribućı {fn}+∞n=1 ⊂ D′ (R) definovanou jako

fn(x) =
1

π

n

enx + e−nx
,

Najděte limitu
f = lim

n→+∞
fn

této posloupnosti, aneb spočtěte

lim
n→+∞

1

π

n

enx + e−nx
,

přičemž limitou se mysĺı limita posloupnosti ve smyslu distribućı. Přesně specifikujte v jaké smyslu je konvergence
definována.

Řešeńı:

Chceme ukázat, že pro každou testovaćı funkci ϕ plat́ı

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) → 〈T, ϕ〉D′(R),D(R) ,

kde konvergence je nyńı standardńı kovergence posloupnosti reálných č́ısel 〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R). Každý člen posloupnosti

{fn}+∞n=1 je stadardńım zp̊usobem ztotožněn s distribućı Tfn , dualita 〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) je tedy

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) =

∫ +∞

x=−∞
fn(x)ϕ(x) dx =

∫ +∞

x=−∞

1

π

n

enx + e−nx
ϕ(x) dx.

Zbývá spoč́ıst limitu. Nejprve si promysĺıme jak se chová posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 ve smyslu bodové limity. (Na-
kreslete si obrázek.) Vid́ıme, že

lim
n→+∞

fn = lim
n→+∞

1

π

n

enx + e−nx
=

{
+∞, x = 0,

0, x 6= 0.

Dále si můžeme povšimnout, že každá funkce fn je pro všechna reálná č́ısla kladná. Nav́ıc vid́ıme, že plat́ı∫ +∞

x=−∞
fn(x) dx =

∫ +∞

x=−∞

1

π

n

enx + e−nx
dx = 2

∫ +∞

x=0

1

π

n

enx + e−nx
dx ≤ 2

π

∫ +∞

x=0

ne−nx dx = − 2

π

[
e−nx

]+∞
x=0

=
2

π
,

což nás vede k hypotéze, že limitou posloupnosti {fn}+∞n=1 ve smyslu distribućı bude Diracova distribuce s nosičem

v bodě nula. (Posloupnost {fn}+∞n=1 se “koncentruje” v nule a integrál z každého člen posloupnosti je konečný, přičemž
integrál lze odhadnout shora nezávisle na n.) Pokusme se tuto hypotézu ověřit. Předpokládejme, že funkce ϕ má nosič
v intervalu [a, b], pak plat́ı∫ +∞

x=−∞

1

π

n

enx + e−nx
ϕ(x) dx =

∫ b

x=a

1

π

n

enx + e−nx
ϕ(x) dx =

[
y = nx

dy = ndx

]
=

1

π

∫ nb

y=na

1

ex + e−x
ϕ
( y
n

)
dy.

Provedeme limitńı přechod n→ +∞ a výsledkem je

lim
n→+∞

∫ +∞

x=−∞

1

π

n

enx + e−nx
ϕ(x) dx = ϕ (0)

1

π

∫ ∞
y=−∞

1

ex + e−x
dy,

z čehož plyne, že
lim

n→+∞
〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) = cϕ (0) = c

〈
Tδ(x−0), ϕ

〉
D′(R),D(R)

kde c je konstanta určená vztahem

c =def
1

π

∫ ∞
y=−∞

1

ex + e−x
dy.
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Spočteme hodnotu konstanty c, jest

1

π

∫ ∞
y=−∞

1

ex + e−x
dy =

∣∣∣∣ z = ex

dz = exdx = z dx

∣∣∣∣ =
1

π

∫ ∞
z=0

1

z + 1
z

dz

z
=

1

π

∫ ∞
z=0

1

z2 + 1
dz =

1

π
[arctan z ]

+∞
z=0 =

1

2
.

Pro každou testovaćı funkci ϕ tedy plat́ı, že

lim
n→+∞

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) =
〈
T 1

2 δ(x−0)
, ϕ
〉
D′(R),D(R)

,

odkud
lim

n→+∞
Tfn = T 1

2 δ(x−0)
,

aneb ve smyslu ditribućı

lim
n→+∞

1

π

n

enx + e−nx
=

1

2
δ(x− 0).
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2.[6] S použit́ım Laplaceovy transformace najděte řešeńı g obyčejné diferenciálńı rovnice

d2g

dx2
+

dg

dx
− 6g = 0

na intervalu (−1,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

g|x=−1 = 3,

dg

dx

∣∣∣∣
x=−1

= 1.

(Pod́ıvejte se pozorně na jakém intervalu chceme naj́ıt řešeńı a v jakém bodě předepisujeme počátečńı podmı́nky.)

Řešeńı:

Nejprve si uvědomı́me, že namı́sto funkce g můžeme rovnici řešit pro funkci f , která je definovaná jako

f(x) =def g(x− 1),

aneb
g(x) = f(x+ 1).

Pro funkci f je nutné vyřešit rovnici
d2f

dx2
+

df

dx
− 6f = 0

na intervalu (0,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

f |x=0 = 3,

df

dx

∣∣∣∣
x=0

= 1,

což je standardńı úloha řešitelná Laplaceovou transformaćı. S použit́ım známých vztah̊u pro Laplaceovu transformaci
L[f ] =def

∫ +∞
x=0

f(x)e−px dx derivace funkce

L
[

df

dx

]
= pL[f ]− f(0),

L
[

d2f

dx2

]
= p2L[f ]− pf(0)− df

dx
(0),

převedeme rovnici do tvaru
p2L[f ]− 3p− 1 + pL[f ]− 3− 6L[f ] = 0,

odkud

L[f ] =
3p+ 4

p2 + p− 6
.

Zbývá spoč́ıst inverzńı Laplaceovu transformaci. Výraz na pravé straně rozlož́ıme na parciálńı zlomky, jest p2 +p−6 =
(p+ 3)(p− 2) a standardńı algebraické manipulace nás vedou k závěru, že

2p− 8

p2 − 5p+ 6
=

1

p+ 3
+

2

p− 2
.

Vı́me, že plat́ı

L[eax] =
1

p− a
,

což znamená, že
L[f ] = L[e−3x] + 2L[e2x],

odkud
f(x) = e−3x + 2e2x.

Řešeńı p̊uvodně zadané rovnice je tedy
g(x) = e−3(x+1) + 2e2(x+1).
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3.[14] Bud’ a ∈ R+. Na prostoru S ′
(
R3
)

řešte rovnici(
∆2 − a2∆ + a4

)
f = δ(x− 0),

kde δ (x− y) znač́ı Diracovu distribuci v bodě y, a symbol ∆ znač́ı Laplace̊uv operátor

∆g =def
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
+
∂2g

∂z2
.

Už́ıváte-li Fourierovu transformaci definovanou jako

F [f(x)](ξ) =def
1

(2π)
d
2

∫
Rd
f(x)eix•ξ dx,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme, pak připomı́náme, že vzorec pro Fourierovu transformaci/inverzńı
Fourierovu transformaci sféricky symetrické funkce v R3 je

F [f(|x|)](ξ) =

√
2

π

1

|ξ|

∫ +∞

r=0

f(r) sin (r |ξ|) r dr,

F−1[g(|ξ|)](x) =

√
2

π

1

|x|

∫ +∞

η=0

g(η) sin (|x| η) η dη.

Řešeńı:

Úlohu vyřeš́ıme s pomoćı Fourierovy transformace. Použijeme-li výše uvedenou definici Fourierovy transformace, a
známé vzorce pro Fourierovu transformaci derivace a Fourierovu transformaci Diracovy distribuce, vid́ıme, že Fourierova
transformace zadané rovnice je (

|ξ|4 + a2 |ξ|2 + a4
)
F [f ](ξ) =

1

(2π)
3
2

.

Pro hledanou funkci f tedy plat́ı

f(x) = F−1
 1

(2π)
3
2

(
|ξ|4 + a2 |ξ|2 + a4

)
 .

Zbývá spoč́ıst inverzńı Fourierovu transformaci. Povšimneme si, že hledáme inverzńı Fourierovu transformaci sféricky
symetrické funkce, a použijeme vzorec uvedený v zadáńı př́ıkladu. Jest tedy

f(x) =

√
2

π

1

|x|

∫ +∞

η=0

1

(2π)
3
2 (η4 + a2η2 + a4)

sin (|x| η) η dη.

Integrál spočteme technikou známou z teorie funcḱı komplexńı proměnné. Integrand je sudá funkce proměnné η, proto
plat́ı∫ +∞

η=0

1

(2π)
3
2 (η4 + a2η2 + a4)

sin (|x| η) η dη =
1

2

∫ +∞

η=−∞

1

(2π)
3
2 (η4 + a2η2 + a4)

sin (|x| η) η dη

=
1

2
=

{∫ +∞

η=−∞

1

(2π)
3
2 (η4 + a2η2 + a4)

ei|x|ηη dη

}
,

kde = znač́ı imaginárńı část př́ıslušného výrazu. Označme si

I =def

∫ +∞

η=−∞

1

(2π)
3
2 (η4 + a2η2 + a4)

ei|x|ηη dη.

Integrujeme-li komplexńı funkci

g(z) =def
1

(2π)
3
2 (z4 + a2z2 + a4)

ei|x|zz ,

podél kruhového oblouku o poloměru R v horńı polorovině, to jest podél křivky γR = {z ∈ C, z = s, s ∈ (−R,R)} ∪{
z ∈ C, z = Reiϕ, ϕ ∈ (0, π)

}
, dostaneme

lim
R→+∞

∫
γR

g(z) dz = I + lim
R→+∞

∫ π

ϕ=0

1

(2π)
3
2

(
(Reiϕ)

4
+ a2 (Reiϕ)

2
+ a4

)ei|x|(Reiϕ) (Reiϕ
)2

i dϕ.
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Z Jordanova lemmatu plyne, že druhý integrál na pravé straně je v limitě vymiźı, a je proto

lim
R→+∞

∫
γR

g(z) dz = I.

Podle reziduové věty ovšem také plat́ı ∫
γR

g(z)dz = 2πi reszs∈intγR g(z).

Kde zs jsou singularity funkce g. Funkce g má singularity v kořenech polynomu z4 + a2z2 + a4. Kořeny polynomu
ζ2 + a2ζ + a4 jsou

ζ1,2 =
a2

2

(
−1± i

√
3
)

=

{
a2ei

2
3π,

a2e−i
π
3 ,

což znamená, že kořeny polynomu z4 + a2z2 + a4, které lež́ı v horńı komplexńı polorovině jsou

zs1,2 =

{
aei

π
3 ,

aei
5
6π.

Kořeny jsou jednonásobné, z čehož plyne, že singularity g(z) v horńı polorovině jsou jednonásobnými póly. Z residuové
věty tedy zjist́ıme, že plat́ı∫

γR

g(z)dz = 2πi

(
res

z=aei
π
3

1

(2π)
3
2 (z4 + a2z2 + a4)

ei|x|zz + res
z=aei

2
3
π

1

(2π)
3
2 (z4 + a2z2 + a4)

ei|x|zz

)
.

Spočteme residua

res
z=aei

π
3

1

(z4 + a2z2 + a4)
ei|x|zz =

1

4z3 + 2a2z
ei|x|zz

∣∣∣∣
z=aei

π
3

=
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

přičemž jsme použili lemma o výpočtu residua v jednonásobném pólu. Obdobně

res
z=aei

5
6
π

1

(z4 + a2z2 + a4)
ei|x|zz =

1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

5
6
π

.

Celkem tedy

f(x) = F−1
 1

(2π)
3
2

(
|ξ|4 + a2 |ξ|2 + a4

)


=

√
2

π

1

|x|
1

2
=

{
2πi

1

(2π)
3
2

(
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

+
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

5
6
π

)}
.

Zbývá explicitně spoč́ıst pravou stranu. Uvědomı́me si, že aei
5
6π = −aei

π
3 , kde z znač́ı komplexně sdružené č́ıslo

k komplexńımu č́ıslu z, z čehož plyne, že(
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

+
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

5
6
π

)
=

1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

+
1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

= <
{

1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

}
,

kde < znač́ı reálnou část př́ıslušného komplexńıho č́ısla. (Uvědomte si, že pokud by součet residúı nebyl reálné č́ıslo,
pak by zpětná Fourierova transformace vedla na komplexńı funkci.) Vrát́ıme se zpět k vzorci pro zpětnou Fourierovu
transformaci a vid́ıme, že

f(x) = F−1
 1

(2π)
3
2

(
|ξ|4 + a2 |ξ|2 + a4

)
 =

1

2π

1

|x|
<
{

1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

}
.

Spočteme reálnou část

<
{

1

4z2 + 2a2
ei|x|z

∣∣∣∣
z=aei

π
3

}
=

1

2a2
<

{
1

2z2 + 1
eia|x|z

∣∣∣∣
z=ei

π
3 = 1

2 (1+i
√
3)

}
=

1

2a2
<

 1

(1+i
√
3)

2

2 + 1

ei
a|x|
2 (1+i

√
3)


=

1

a2
<
{

1

i
√

3
e−

a|x|
√

3
2 +i

a|x|
2

}
=

1

a2
√

3
e−

a|x|
√

3
2 sin

(
a |x|

2

)
,
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což znamená, že řešeńım úlohy je funkce

f(x) =
1

2πa2
√

3

e−
a|x|

√
3

2 sin
(
a|x|
2

)
|x|

.
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