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Jméno:

NMAF063 Matematika pro fyziky ITI Zkouskova pisemné préce 31. ledna 2019

Priklad 1 2 3 Celkem bodu
Bodu 10 6 14 30
Ziskano
1. Uvazujte posloupnost distribuci { f,, 7:201 C D’ (R) definovanou jako

X 1 n

(@) = — e
Najdéte limitu

f = ngg}oo fn
této posloupnosti, aneb spoctéte
1
lim — i

n—+oo T eNT 4 e~ T ’
pficemz limitou se mysli limita posloupnosti ve smyslu distribuci. Pfesné specifikujte v jaké smyslu je konvergence
definovéna.

ReSeni:

Chceme ukazat, ze pro kazdou testovaci funkei ¢ plati

(Tt PRy, pR) = (T P) D (R) DR) >

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti realnych ¢isel (1%, , ), (R),D(R)" Kazdy ¢len posloupnosti

{fn :3 je stadardnim zpusobem ztotoznén s distribuci T, , dualita (Tfn,go)D,(R) p(R) J€ tedy

+o0o +oo 1 n

e dx.

<Tfn7<p>D’(R)7D(R) :/ fa(z)p(z) dz :/

T=—00 T=—00

Zbyva spocist limitu. Nejprve si promyslime jak se chovd posloupnost funkef { fn}:: ve smyslu bodové limity. (Na-
kreslete si obrazek.) Vidime, ze

lim f,= lim ——— =
n—s-+oo n—+oo e’ 4 e~ T

1 n _Jtoo, x=0,
0, x # 0.

Déle si muzeme povSimnout, ze kazda funkce f,, je pro v8echna reilnd ¢isla kladnd. Navic vidime, ze plati

+oo +oo +oo +oo
1 1 2 2 ~ 2
/ fn(x)dl’:/ —deZQ/ —deﬁ —/ ne "dr = —— [einw}+— =
. " T ent 4 g—ne w0 T ent 4 g—ne T Juo T =0 T

=—00 =—00

coz néds vede k hypotéze, ze limitou posloupnosti { fn}:z ve smyslu distribuci bude Diracova distribuce s nosicem
v bodé nula. (Posloupnost { fn}:fl se “koncentruje” v nule a integrédl z kazdého ¢len posloupnosti je koneény, pricemz
integral 1ze odhadnout shora nezévisle na n.) Pokusme se tuto hypotézu ovéfit. Predpoklddejme, ze funkce ¢ mé nosic¢

v intervalu [a, b], pak plat{
“+o00 b nb
1 n 1 n Yy = nx 1 1 Y
LA VR L S SRR L (e
o eremeeas [ temetaa= 4200 =2 [T e ()
Provedeme limitni prechod n — +o0o0 a vysledkem je

R | 1 [ 1
lim L(ﬂ(l‘) dz = ¢ (0) — / —dy,
Y

n—+oo J.__ o ens +e " T Jye oo € +€77F
z ¢ehoz plyne, ze
Jm (Tr s 0)pir) pry = 0 (0) = €(Tow—0), ) p/(ry p(R)

kde c je konstanta urcena vztahem

1 /°° 1 d
C =def — — ay.
def — o € e Y
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[6] 2. S pouzitim Laplaceovy transformace najdéte feseni g obycejné diferencidlni rovnice

na intervalu (—1,+00) s po¢dtetnimi podminkami

g|z:—1 = 37
dg

=1.
dx

rz=—1

(Podivejte se pozorné na jakém intervalu chceme najit feSenf a v jakém bodé piedepisujeme pocateéni podminky.)
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[14] 3. Bud a € R™. Na prostoru &’ (R?) feste rovnici
(A% —a®A+a*) f = 6(z - 0),
kde 0 (z — y) znag¢i Diracovu distribuci v bodé y, a symbol A znaé¢i Laplacetuv operétor

0%g 0%g 0O%
Ag=qet 29 429,79
9=det 503 T 52 T 922

Uzivate-li Fourierovu transformaci definovanou jako

fvwma;MQ%gAg@wm%a

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme, pak pfipomindme, ze vzorec pro Fourierovu transformaci/inverzn{
Fourierovu transformaci sféricky symetrické funkce v R3 je

+oo
FU(D)(E) = Zi/ F(r)sin (r €]) rdr,

B 7T|£| r=0

+oo
F (e (@) = 1/ 2 1L/ g(n) sin (ja| ) m .

7 |z| n=0

Reseni:
Ulohu vyfesime s pomoci Fourierovy transformace. Pouzijeme-li vyse uvedenou definici Fourierovy transformace, a
znamé vzorce pro Fourierovu transformaci derivace a Fourierovu transformaci Diracovy distribuce, vidime, ze Fourierova

transformace zadané rovnice je
1

(2)

(Iel* +a? [€l* + a*) FIf1(E) =

e

Pro hledanou funkci f tedy plati

1
(2m)? (¢l +a? &) +at)

f@)=F!

Zbyva spocist inverzni Fourierovu transformaci. PovS§imneme si, ze hledame inverzni Fourierovu transformaci sféricky
symetrické funkce, a pouzijeme vzorec uvedeny v zadani piikladu. Jest tedy

21 [*= 1 .
f@=yza1 ] — sin (|| ) n .
n=0 (2m)2 (n* + a?n? + a*)

Integral spocteme technikou zndmou z teorie funcki komplexni proménné. Integrand je suda funkce proménné 7, proto
plati

—+oo 1 +oo 1
mwmmnmz—/ sin (|| p)m dp
Aw(%ﬁmuw%uwﬂ 2 Jy=—oe (2m)* (n + a?P + o)

1 +oo 1 ;
=9 / 5 ey dn ¢,
2 n=-cc (2m)2 (n* + a?n? 4 a*)

kde & znaci imaginarni ¢ast piislusného vyrazu. Oznacme si

+oo 1 .
I =def / 3 ellmlnn dT]
n=—occ (2m)2 (n* + a’n” + a*)

Integrujeme-li komplexni funkeci
1

(2%)% (2% + a222 + a?)

g(z) =def ei|m\zz ’

podél kruhového oblouku o poloméru R v horni poloroving, to jest podél kiivky yg = {z € C, z =35, s€ (—R,R)} U
{z€C, 2=Re"¥, p€(0,7)}, dostaneme

T 1 i ip e\ 2
lim / g(z)dz =1 + lim / gil=l(B=*) (Re'?)"ide.
Rodoo Jyp Ro4o0 Jo—0 (277)% ((Rei‘/’)4 + a2 (Rei®)? + a4)
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7 Jordanova lemmatu plyne, ze druhy integral na pravé strané je v limité vymizi, a je proto

li dz =1.
Al [, 9242

Podle reziduové véty ovsem také plati
/ 9(z)dz = 2mires, cintyr 9(2)-
YR

Kde z, jsou singularity funkce g. Funkce g mé singularity v kofenech polynomu z* 4+ a%2? + a*. Kofeny polynomu
¢% + a%¢ + a* jsou

2,27

2
(2= 4 (*1 ii\/g) =44 6_3.17
’ 2 ale i3

)

coz znamens, ze kofeny polynomu z* + a?2% + a*, které lez{ v horni komplexni poloroviné jsou

. ae's
%12 = ae's ™.
Kofeny jsou jednondsobné, z ¢ehoz plyne, zZe singularity g(z) v horni poloroviné jsou jednondsobnymi pély. Z residuové
vety tedy zjistime, ze plati

Wy

1 g 1 ;
/ g(2)dz = 2m7i res__ i 5 el®122 4 res _iZs 5 elzlzz | .
YR . (2m)2 (2% + a?22 + a?) O (2m)2 (2t + a?22 + at)

Spocteme residua

ros e X e, L e L ek
z=ae’S (x4 4 222 4 gf) 423 + 202z veao'® 4224 2a? R
pricemz jsme pouzili lemma o vypoctu residua v jednonasobném pélu. Obdobné
res g1 ez, =1 el
z=ae's” (24 4+ a222 4 at) 422 + 2a? T2
Celkem tedy
_ 1
f@)=F | —
(2m)? (1€l + a2 + o)
211 1 1 ] 1 .
T x| 2 (2m)2 \42% + 2a s 4224 2a JRERRE-2

s P 2 20 < ’ 9 = i3 1T - </ < = 7 w2
Zbyva explicitné spocist pravou stranu. Uvédomime si, ze aels™ = —ae'5, kde Z znaél komplexné sdruzené é&islo
k komplexnimu ¢islu z, z ¢ehoz plyne, ze

1
+ 422 + 2a2

. 1 .
ilz|z E— [
¢ T et

b e _ L e
422 + 2a? 1§ 422 + 2a?

i
z=ae

1 .
—R ilx|z
{ 122 +2a2° JUNNE } ’

kde R znaéf redlnou cast prislusného komplexniho éisla. (Uvédomte si, ze pokud by soucet residui nebyl redlné éislo,
pak by zpétnd Fourierova transformace vedla na komplexni funkei.) Vrdtime se zpét k vzorci pro zpétnou Fourierovu
transformaci a vidime, ze

Wy

HIE i
z=ae 3 z=ae z=ae 3

1 11 1 3
fl)y=F" = s%{el'“ }
en? (g + @ jef +at) | 2rlel” U42+2a2T s
Spocteme realnou ¢ast
1 3 1 1 1 1 alzl (1
%{ el|w\z } - R ia|x|z _ : elT(l-'rl\/g)
422 + 2a2 T 2a2 222 +1 = F =1 (14iv3) 2a2 (1+iv3)? il
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