Matematicka analyza I (NOFY152) - DU 6
ODR se separovanymi proménnymi, specialni typy rovnic

1. Pro diferencialni rovnici
xy’ = —arccosy/1 — 2,

naleznéte
(i) vSechna maximalni feseni,

(ii) v8echna maximalni FeSeni spliiujici y(7) = 0.

ReSeni:
(i) Nejprve si vSimnéme, Ze zadana rovnice degeneruje pro x = 0 a Ze na celé realné ose mame dvé staci-

onarni feSeni y = +1. Zbyla feseni budeme hledat metodou separace proménnych prevedenim zadané
diferencialni rovnice do tvaru

Y = f(x)g(y),

kde f(z) = I, g(y) = — arccosy\/1 — y2. Rovnice ma smysl pro z z intervalt I; = (—00,0) a Iy =
(0, +00). Funkce ¢ je spojita a nenulova na intervalu J = (=1, 1).

Spoctéme primitivni funkce

F(x)déf/f(x)dm:/ldlen(cm), c >0,
x
t = arccosy

def 1 -1 1
G :/—d :/—d = -1 :/fdtzlntzln arccosy) ,
) 9(y) Y arccos y/1 — y2 Y7 e = —dy t 4 ( v)

V1—1y?
kde v poslednim vyrazu nepiSeme absolutni hodnotu argumentu logaritmu, nebot arccosy > 0 pro
/S (_17 1)
Rovnost primitivnich funkei
In (arccosy) = In (c|z|),
je ekvivalentni
arccosy = c|z| .

Protoze leva strana nabyva hodnot z intervalu (0, 7) dostavame podminky
x>0 = cxe(0,m) < z€ (O,E),
c
<0 = —cxe(0,m) < z€ (—E,O)
c

Na téchto intervalech potom mame netrivialni fedeni y(x) = cos (cx), kde jsme vyuzili sudosti funkce cos.
Tato feSeni Ize slepit v pocatku (vzpomeiite si, Ze pivodni rovnici ma smysl uvazovat pro vsechna = € R).
Navic je mozné v krajnich bodech intervala (0, %) (— z 0) napojovat ziskana feseni na stacionarni feseni

y==+1




Vsechna maximalni feSeni potom tedy jsou (¢ > 0)

ylx) ==+1, xzeR

-1, z € (—o0,—Z],
y(x) = cos(cx), z€ (—%,% ,

-1, T € [%,—l—oo) ,

-1, z € (—o0,—Z],
y(x) = { cos(cz), z € (-Z,0),

1, x € [0,400),

1, x € (—00,0],
y(x) = { cos(cx), =€ (O, %) ,

-1, T € [%,—f—oo) )

(i) Vsimnéme si nejdfiv, Ze stacionarni feSeni y = +1 nemiizou spliiovat pocateéni podminku y(7) = 0.
Hledejme proto hodnotu konstanty ¢ > 0, pro kterou bude netrivialni feseni splitovat pocate¢ni podminku

1
0=y(m) =cos(cmr) = c= 3

nebot musi platit 7 € (0, %)

Maximalni feSeni spliiujici pocate¢ni podminku y(7) = 0 tedy jsou

-1, x € (—o0, —27],
y(z) =S cos (%), ze€(-2m2m),

-1, x € |27, 400),

1, x € (—00,0],
y(x) = cos (%), z€(0,2m),

-1, x € [2m,400)

Reseni: Jedna se o homogenni rovnici 1. fadu, ktera nikde nedegeneruje. Je-li y # 0, pak mtizeme vydélit y% a
ziskame rovnici

Yy =5 (1)

Zavedeme z = ¥ pro x # 0, pak (1) pfejde na rovnici se separovanymi proménnymi

Zr+z=2"2
11-—23
Z = (2)
r z

Vidime, Ze z(z) = 1 je stacionarni feseni, tj. y(x) = x, x € R. Pro z(z) # 1 plati

/ AN ST /1d Inz| +
— az = ——1In —Z Ci, —ar = nn|\r Co.
1—23 3 ! T 2




Reseni (2) tedy vyhovuje vztahu

—éln|1—z3(x)\ =ln|z|+¢c
In|l — 2%(z)] = —3In|z| — 3¢
1= 2%(a)] = e[
x)\3 3¢l
1= (A2 = ey
2% — 4 ()] = 72| 7|2
2% — 43 (z)| = e~

y(x) = Va3 +a, a=te

ProtoZze jsme uvazovali, Ze y # 0, miZeme se nyni pokusit slepit nalezena feSeni v bodé x = —/«. To se nam
ale nepovede, nebot
2
by x
Y (‘T) - 27

3

@+ a)
avidime, Ze derivace nema v bodé z = — /« koneénou hodnotu. Maximalni feseni tedy dostavame na intervalech

(700, 7\3/5) a (7\3/57 +OO)
Jestlize2 = y(1) = ¥/1+ o, paka =23 -1 ="T.

Zavér: Maximalni feSeni pocate¢ni dlohy je

y=vad+7, =x¢€ (—\Q’f?,—i—oo)

3. Najdéte vsechna maximalni feSeni rovnice
/ 2 2
ryy = 3z° —y°.

Reseni: Jedna se o homogenni rovnici 1. fadu, ktera degeneruje v bodé z = 0.

Necht dale y, x # 0, pak miZeme vydélit zy a ziskdme rovnici

o3y

3)
Yy
Polozime z = £, pak (3) pfejde na rovnici se separovanymi proménnymi
3 — 2 2 3 — 2
Zr+z= v/t :

13—222

=22 @)
x oz

Vidime, Ze z = i\/gjsou stacionarni feSeni, tj. y = + %x, z € R.Je-linyni z # £ %, pak

1 1
/ﬁdz:—iln|3—222\+ch /de:1n|m|+62.




Reseni (4) tedy vyhovuje vztahu

1
—iln|3—222\ =ln|z|+¢
In|3 — 222 = —4In|z| — 4c
3 — 222 = |z e
Y2 —4c —4
3-2(4)? =
3-2(2)% = el
322 — 242 = e[|~ 1}a?
1322 — 2¢°| = e 3x 2
3zt + «

5 a = te 3
T

22 =322 e 32 =

)

Leva strana je kladna, tudiz musi platit 3% 4+ o > 0. Je-li @ > 0, pak tato podminka je prazdna. Je-li o < 0, pak

musi platit [z| > /—a/3, tedy
x € (—o00,—v—a/3)V x € (y/—a/3,).

Koneé¢né vidime, Ze neni mozné v poc¢atku navazovat feseni.

Zavér: Maximalni feSeni jsou tvaru

=+ %x, rzeR,
nebo
B 3zt +
Y= oz2
kde

x € (—00,0) V z € (0,00) pro a > 0nebo

z€(—o00,—v/—a/3)V z e (v/—a/3,00) pro a<0.

4. Najdéte vsechna maximalni feSeni rovnice

2*y +2(Vy+y) =0.

Reseni: Nejprve si vSimnéme, Ze zadana rovnice degeneruje pro x = 0 a Ze na celé realné ose mame stacionarni
feSeni y = 0. Zbyla feseni budeme hledat pfevedenim zadané diferencialni rovnice do tvaru Bernoulliho rovnice

2 2
/ _
Y +?y——?\/§, (5)

kterou budeme fesit na mnozinach (—oo,0) x (0, +00) a (0, +00) x (0, +0cc). Polozme z := ,/y. Rovnice (5)
potom pfejde do tvaru
, 11
z + ﬁz = _ﬁ7

1 ,
? = e~ 7. Dostavame

1 _1 1 1/ 1 1
z(m):—ew/e mﬁdxz—em (e m—c):cew—l.

1
. .. . 1d
kterou vyfe$ime pomoci integra¢niho faktoru ol 22

2
Protoze z = ,/y, dostavame y(x) = (ce% - 1) . Zaroven ov§em musi platit z > 0 (a tedy nutné ¢ > 0), tj.

1 1
cer —1>0, <<= —>—-Inc (6)
x

Pro z € (0, +00):




« c € (0,1): Podminka (6) je ekvivalentni x < — -, kde —ﬁ >0,atedy x € (O7 L )

Inc’ " Inc

« ¢ € [1,400): Podminka (6) je ekvivalentni z > —1-, kde — =~ < 0, a tedy z € (0, +00).

Inc’ In
Pro z € (—00,0):
« ¢ € (0,1]: Vyraz — In ¢ na pravé strané podminky (6) je kladny, a tedy = € ().

« ¢ € (1,400): Podminka (6) je ekvivalentni < ——, kde — 2~ < 0, atedy = € (—oo7 1 )

Inc’ Inc " Inc
Pro x — 0 nalezené feSeni nema konec¢nou limitu, takze lepeni feSeni v pocatku je vyloucené. V bodé —ﬁ ale
1ze slepit feSeni se stacionarnim.

Vsechna maximalni fe$eni tedy jsou

2

i _ 1

y(x) = (cem 1) ’ TEe (07 1“‘3) ’ c€(0,1),
0, T e [ 1 +oo),

Inc?

5. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
"+ (cotgz)y = €8
Y 2y

Reseni: Jedna se o Bernoulliho rovnici, kterou budeme fesit na intervalech (km, (k + 1) 7), k € Z. Zadna
stacionarni feseni zfejmé neexistuji. Po zavedeni pomocné proménné z := y? zadané rovnice prechazi do tvaru

2 +2(cotgx) z = cosz,

kterou vyfe$ime pomoci integra¢niho faktoru ef 2eotgrdr _ o2Infsinz| _ ¢in? 5 Dostavame

L .2 1 sinfz ¢ sin®x — ¢
2(z) = — sin®zeoszdr = —— (—— -2 )| = ——5—.
sin” x sin” x 3 3 3sin” x

sind z—c
3sin? x

Protoze z = y?, dostavame y(z) = + . Zaroven ovsem musi platit z > 0, tj.

Sr—c>0. (7)

sin
Prox € (2km, 2k + 1) 7), k € Z:
(Na téchto intervalech je sin = kladny.)
+ ¢ € (—00,0]: Nerovnost (7) je splnéna pro viechna = € (2kn, (2k + 1) 7), k € Z.

« ¢ € (0,1): Nerovnost (7) je ekvivalentni podmince = € (2km + arcsin (/c) , (2k 4+ 1) m — arcsin (/c)),
k€ Z.

« ¢ € [1,400): Nerovnost (7) zfejmé nem0ze byt splnéna.
Prox € ((2k — 1), 2km), k € Z:
(Na téchto intervalech je sin x zaporny.)
+ ¢ € (=00, —1): Nerovnost (7) je splnéna pro véechna = € ((2k — 1) m, 2kw), k € Z.

« ¢ € [-1,0): Nerovnost (7) je ekvivalentni podmince = € ((2k — 1) m, (2k — 1) 7 — arcsin (¥/c)), k € Z
nebo x € (2k7 + arcsin (¥/c) , 2kn), k € Z.

+ ¢ € [0, +00): Nerovnost (7) zfejmé nemuze byt splnéna.




Vsechna maximalni feSeni jsou tedy dana predpisem

sin®x — ¢
=4
y(@) 3sin®x
kdeprok € Z

x € (2km, 2k + 1) m),
z € (2km + arcsin (V/c) , (2k + 1) 7 — arcsin (/c)) ,
x € ((2k — 1), 2kn),
z € ((2k— 1), (2k — 1) 7 — arcsin (¥/c)) V o € (2kr + arcsin (¥/c) , 2k)

¢ € (—o00,0],
ce (0,1),

¢ € (—o0,-1),
ce[-1,0).




