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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 7 7 6 7 35

Źıskáno

1.[8] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C1 ([0, 1]) | y(0) = 0, y(1) = 1− 1

e

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 1

0

(
2yy′ − ex (y′)

2
)

dx.

a) Spočtěte prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h) neboli DΦ(y)[h], zálež́ı na
značeńı, kterému dáváte přednost.) Popǐste přesně v jakém prostoru funkćı lež́ı h.

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnici pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremálu funkcionálu Φ na množině M , extremálu označte yext.

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δ2Φ[y](h, h) neboli D2Φ(y)[h, h],
zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

e) Vyč́ıslete druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě yext ve směru h pro yext, které je řešeńım Euler–Lagrange
rovnice pro funkcionál Φ. Ukažte, že Gâteaux derivace je v tomto bodě v libovolném směru h nekladná.

Řešeńı:

Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 1

0

(
2(y + th) (y + th)

′ − ex
(
(y + th)

′)2)
dx,

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 1

0

(
2h (y + th)

′
+ 2(y + th)h′ − 2ex (y + th)

′
h′
)

dx

po dosazeńı t = 0 dostaneme
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 1

0

(hy′ + yh′ − exy′h′) dx,

a proto

DΦ(y)[h] = 2

∫ 1

0

(hy′ + yh′ − exy′h′) dx.

Po integraci per partes

2

∫ 1

0

(
y′ − y′ + d

dx
(exy′)

)
hdx.

Eulerovy–Lagrangeovy rovnice tedy jsou
(exy′)

′
= 0,

řešeńım výše uvedené diferenciálńı rovnice je zřejmě funkce

y = −C0e
−x + C1,

integračńı konstanty urč́ıme z okrajových podmı́nek, má být

−C0 + C1 = 0,

−C0

e
+ C1 = 1− 1

e
,
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odkud C0 = 1, C1 = 1 a tedy
y = −e−x + 1.

Druhou derivaci funkcionálu Φ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

= 2
d

dt

(∫ 1

0

(h(y + th)′ + (y + th)h′ − ex(y + th)′h′) dx

)∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 1

0

(
2hh′ − ex (h′)

2
)

dx = −2

∫ 1

0

(
ex (h′)

2
)

dx,

což je (v posledńı úpravě jsme použili integraci per partes a skutečnost, že funkce h je rovná nule v krajńıch bodech
zkoumaného intervalu) kupodivu totéž jako dle věty

Bud’ Φ funkcionál zadaný předpisem

Φ(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx.

Pak je jeho druhý diferenciál roven

D2Φ(y)[h, h] =

∫ b

a

[
P (h′)

2
+Qh2

]
dx,

kde

P =
∂2F

∂y′∂y′
,

Q =
∂2F

∂y∂y
− d

dx

(
∂2F

∂y∂y′

)
,

Máme tedy

D2Φ(y)[h, h] = −2

∫ 1

0

ex (h′)
2 ≤ 0,

a okamžitě vid́ıme, že druhá derivace je nekladná v jakémkoliv bodě y a nav́ıc nezáviśı na y. (To neńı překvapeńı,
funkcionál Φ je “kvadratický” v proměnné y.) Druhá derivace vyč́ıslená v bodě yext je

D2Φ(yext)[h, h] = −2

∫ 1

0

ex (h′)
2
.
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2.[7] Bud’ dána posloupnost funkćı

fn(x) = n

[
sin

(
x+

1

n

)
− sinx

]
Najděte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0,+∞). Rozhodněte, zda posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje
stejnoměrně k f na intervalu J a K, kde

1. J = (0,+∞),

2. K = (ε,+∞), kde ε ∈ R+ je dané kladné reálné č́ıslo.

Řešeńı:

Poč́ıtejme

lim
n→+∞

fn = lim
n→+∞

n

[
sin

(
x+

1

n

)
− sinx

]
= lim
n→+∞

n

[
sinx cos

1

n
+ cosx sin

1

n
− sinx

]
= lim
n→+∞

n sinx

(
cos

1

n
− 1

)
+ lim
n→+∞

n cosx sin
1

n
= lim
n→+∞

1

n
sinx

cos 1
n − 1
1
n2

+ lim
n→+∞

cosx
sin 1

n
1
n

= cosx,

kde jsme využili známých limit lims→0
sin s
s = 1 a lims→0

1−cos s
s2 = 1

2 a sočtových vzorc̊u pro funkci sinx. Limitu
jsme mohli poč́ıtat také s použit́ım Taylorova rozvoje,

lim
n→+∞

fn = lim
n→+∞

n

[
sin

(
x+

1

n

)
− sinx

]
= lim
n→+∞

n

[
sin (x) + (cosx)

1

n
+ o

(
1

n

)
− sinx

]
= lim
n→+∞

n

[
(cosx)

1

n

]
= cosx,

přičemž jsme využili Taylor̊uv rozvoj funkce sin(x + h) = sinx + (cosx)h + · · · v okoĺı bodu x. Bodová limita je
tedy pro jakékoliv x ∈ I

lim
n→+∞

fn = cosx.

Označme si
f(x) =def cos(x).

Zbývá rozhodnout, zda na daných intervalech J a K plat́ı fn ⇒ f . K zodpovězeńı této otázky použijeme ekvivalentńı
charakterizaci stejnoměrné konvergence, která ř́ıká:

Bud’ {fn}+∞n=1 posloupnost reálných funkćı jedné reálné proměnné. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 kon-
verguje pro n→ +∞ stejnoměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M

⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı
σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Zabývejme se nyńı intervalem J . Pro jakékoliv x ∈ J plat́ı

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣n [sin(x+

1

n

)
− sinx

]
− cosx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣n [sinx cos
1

n
+ cosx sin

1

n
− sinx

]
− cosx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣cosx

(
n sin

1

n
− 1

)
+ n sinx

(
cos

1

n
− 1

)∣∣∣∣ ≤ |cosx|
∣∣∣∣ sin 1

n
1
n

− 1

∣∣∣∣+ |sinx|
∣∣∣∣ 1n cos 1

n − 1
1
n2

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ sin 1

n
1
n

− 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1n cos 1
n − 1
1
n2

∣∣∣∣ ,
odkud plyne, že

0 ≤ lim
n→+∞

σn ≤ lim
n→+∞

∣∣∣∣ sin 1
n

1
n

− 1

∣∣∣∣+ lim
n→+∞

∣∣∣∣ 1n cos 1
n − 1
1
n2

∣∣∣∣ = 0,

kde jsme opět využili známé limity pro goniometrické funkce. Podle zmı́něné věty je tedy na intervalu J konvergence
stejnoměrná. Jelikož plat́ı K ⊂ J , okamžitě vid́ıme, že konvergence je stejnoměrná i na intervalu K.
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3.[7] Spočtěte

I(a) =

∫ +∞

0

e−ax
1− cosx

x
dx,

kde a ∈ R+ je libovolné ale pevné kladné reálné č́ıslo. Postupy použité při řešeńı je nutné pečlivě zd̊uvodnit!

Řešeńı:

Poč́ıtejme nejprve formálně bez ověřeńı korektnosti prováděných operaćı (záměna derivace a integrálu). Jest

dI

da
=

∫ +∞

0

∂

∂a

(
e−ax

1− cosx

x

)
dx =

∫ +∞

0

(cosx− 1) e−ax dx,

což je integrál, který umı́me př́ımo spoč́ıst. Jest∫ +∞

0

e−ax dx =

[
−e−ax

a

]+∞

0

=
1

a
.

Integrál
∫ +∞

0
cosx e−ax dx spočteme klasickým postupem,

∫ +∞

0

cosx e−ax dx =

∣∣∣∣u = cosx u′ = − sinx

v′ = e−ax v = − e−ax

a

∣∣∣∣ =

[
− cosx

e−ax

a

]+∞

0

− 1

a

∫ +∞

0

sinx e−ax dx

=
1

a
− 1

a

∫ +∞

0

sinx e−ax dx =

∣∣∣∣u = sinx u′ = cosx

v′ = e−ax v = − e−ax

a

∣∣∣∣ =
1

a
− 1

a

([
− sinx

e−ax

a

]+∞

0

+
1

a

∫ +∞

0

cosx e−ax dx

)

=
1

a
− 1

a2

∫ +∞

0

cosx e−ax dx,

odkud plyne, že ∫ +∞

0

cosx e−ax dx =
a

a2 + 1
.

Celkem proto
dI

da
=

a

1 + a2
− 1

a
.

Diferenciálńı rovnici pro funkci I snadno vyřeš́ıme př́ımou integraćı,

I =
1

2
ln
(
1 + a2

)
− ln a+ C,

kde C je integračńı konstanta.

Zbývá určit hodnotu integračńı konstanty. To provedem pomoćı limit a→ +∞. Z právě odvozeného vztahu plyne

lim
a→+∞

I = lim
a→+∞

(
1

2
ln

(
1 + a2

a2

)
+ C

)
= C.

Př́ımým výpočtem ovšem źıskáme (pokud lze zaměnit limitu a integrál)

lim
a→+∞

I = lim
a→+∞

∫ +∞

0

e−ax
1− cosx

x
dx =

∫ +∞

0

lim
a→+∞

e−ax
1− cosx

x
dx = 0.

Integračńı konstanta je tedy rovna nule, a plat́ı

I =
1

2
ln

(
1 + a2

a2

)
.

Zbývá ověřit platnost formálně provedených operaćı. Nejprve se budeme zaob́ırat záměnou limity a integrálu, k
tomu poslouž́ı věta:

Bud’ f(x, b) : I × J → R, kde I ⊂ R a J ⊂ R. Necht’ plat́ı

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné b je diferencovatelná pro skoro všechna x ∈ I.

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky měřitelná pro všechna b ∈ J .

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g : I → R taková, že pro skoro všechna b ∈ J
plat́ı | ∂∂bf(x, b)| ≤ g(x).
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• Existuje b0 ∈ J tak, že funkce f(x, b0) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky inte-
grovatelná na I.

Pak je pro každé b ∈ J funkce f(x, b), jakožto funkce x, lebesguovsky integrovatelná na I,
funkce

F (b) =

∫
I

f(x, b)dx

je diferencovatelná na I a plat́ı
dF

db
=

∫
I

∂

∂b
f(x, b)dx.

V našem př́ıpadě je I = R+ a J = (ε,+∞), kde ε je libovolné kladné reálné č́ıslo, a

f(x, a) = e−ax
1− cosx

x
.

Diferencovatelnost funkce f(x, a) v̊uči proměnné a je zřejmá, měřitelnost v̊uči proměnné x je zjevná ze spojitosti
v̊uči proměnné x.

Zbývá zjistit, zda existuje a0 ∈ J = (ε,+∞) takové, že funkce f(x, a) je lebesgueovsky integrovatelná na I = R+.
To je ovšem snadné. Předně funkci f(x, a) lze spojitě dodefinovat v nule,

f(x, a)|x=0 = lim
x→0+

e−ax
1− cosx

x
= 0.

Lebesgueovská integrovatelnost f(x, a) na intervalu (0,K), kde K ∈ R+, je tedy zřejmá ze spojitosti f(x, a) na
intervalu [0,K]. Zbývá vyšetřit chováńı “v nekonečnu”. Na intervalu (2,+∞) plat́ı odhad∣∣∣∣e−ax 1− cosx

x

∣∣∣∣ ≤ 2e−ax,

kde na pravé straně stoj́ı lebesgueovsky integrovatelná funkce na R+. Hledané a0 ∈ J = (ε,+∞) je tedy libovolné
č́ıslo z požadovaného intervalu.

Posledńım krokem je nalezeńı majoranty pro derivaci. Derivace ∂
∂af(x, a) je dána vztahem

∂

∂a
f(x, a) = (cosx− 1) e−ax,

a hledaný odhad pro a ∈ (ε,+∞) je ∣∣(cosx− 1) e−ax
∣∣ ≤ 2e−ax ≤ 2e−εx,

kde na pravé straně zjevně stoj́ı lebesgueovsky integrovatelná funkce na R+.

Záměnu limity a integrálu od̊uvodńıme např́ıklad podle Lebesgueovy věty, která ř́ıká:

Necht’ plat́ı:

• Posloupnost {fn}+∞n=1 je posloupnost měřitelných funkćı na množině M .

• Posloupnost {fn}+∞n=1 konverguje pro skoro všechna x ∈ M k funkci f , aneb pro skoro všechna
x ∈M plat́ı limn→+∞ fn(x) = f(x).

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g, taková, že pro všechna n ∈ N pro skoro všechna
x ∈M plat́ı |fn(x)| ≤ g(x).

Pak plat́ı:

• Funkce f lebesgueovsky integrovatelná funkce na množině M .

• Lze zaměnit limitu a integrál,

lim
n→+∞

∫
M

fn(x) dx =

∫
M

lim
n→+∞

fn(x) dx =

∫
M

f(x) dx.

Funkce g se nazývá integrovatelná majoranta funkce f .
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Množina M je v našem př́ıpadě (0,+∞), posloupnost fn tvoř́ı funkce

fn = e−anx
1− cosx

x
,

kde an je nějaká posloupnost pro kterou plat́ı limn→∞ an = +∞, přičemž můžme bez újmy na obecnosti uvažovat
pouze posloupnost, kde plat́ı an ≤ an+1. Plat́ı

|fn| =
∣∣∣∣e−anx 1− cosx

x

∣∣∣∣ = e−a1x
∣∣∣∣1− cosx

x

∣∣∣∣ ,
kde na pravé straně stoj́ı lebesgueovsky integrovatelná funkce. (Použijeme stejnou argumentaci jako při vyšetřováńı
platnosti předpoklad̊u věty o záměně limity a integrálu.) Lze tedy zaměnit limitu lima→+∞ a integrál. (Použili
jsme Lebesgueovu větu pro posloupnosti, což je ale vzhledem k Heineho větě totéž jako kdybychom zkoumali limitu
funkce.)
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4.[6] Bud’ f spojitá funkce jedné reálné proměnné f : R 7→ R, a bud’ Ω množina v R2 načrtnutá na Obrázku 1. (Množina Ω
je obdélńık s vrcholy v bodech [1, 2], [2, 1], [−1,−2] a [−2,−1].)

a) Spočtěte plošný obsah množiny Ω.

b) Ukažte, že plat́ı ∫
Ω

f (x+ y) dxdy =

∫ 3

w=−3

f (w) dw,

kde dvojice x a y znač́ı standardńı souřadnice v R2.

1

2

3

−3 −2 −1 2 3

−1

−2

−3

11

Obrázek 1: Množina Ω.

Řešeńı:

Nejprve spočteme plošný obsah. Jelikož je množina Ω obdélńık, je výpočet plošného obsahu snadný, potřebuje pouze
znát délky stran. Deľśı strana obdélńıku má délku 3

√
2, kratš́ı strana obdélńıku má délku

√
2, plošný obsah je tedy

SΩ = 6.

(Formálńı výpočet přes integrál by proběhl volbou f =def 1, ve vzorci, který máme dokázat.) Tato úvaha mimo
jiné naznačuje, že pro výpočty bude obdélńık vhodné otočit (rozuměj použ́ıt vhodnou parametrizaci) tak, aby jeho
strany byly rovnoběžné se souřadnicovými osami.

Zvolme si tedy novou sadu proměnných u a v, které jsou v̊uči p̊uvodńım proměnným x a y v následuj́ıćım vztahu

x =

√
2

2
(u+ v) ,

y =

√
2

2
(u− v) .

Tento vztah otáč́ı souřadnicové osy tak, jak potřebujeme. Skutečnost, že se jedná o otočeńı souřadnicových os snadno
nahlédneme z následuj́ıćıho [

x
y

]
=

[
cosα − sinα
sinα cosα

]∣∣∣∣
α=π

4

[
u
v

]
.

Parametrizace množiny Ω je tedy x = Φ(u), aneb[
x
y

]
= Φ

([
u
v

])
=

[√
2

2 (u+ v)√
2

2 (u− v)

]
.

Integrál inerpretujeme jako plošný integrál,
∫

Ω
f (x+ y) dxdy =

∫
Ω
f (x+ y) ds. Spočteme element plochy

ds =
√
g dudv,
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1

2

3

−3 −2 −1 2 3

−1

−2

−3

11

x

y

v
u

3
√
2
2

√
2

Obrázek 2: Množina Ω.

kde

g = det

[
∂Φ
∂u • ∂Φ∂u ∂Φ

∂u • ∂Φ∂v
∂Φ
∂u • ∂Φ∂v ∂Φ

∂v • ∂Φ∂v

]
= det

[
1 0
0 1

]
= 1,

kde jsme využili ∂Φ∂u =
√

2
2

[
1
1

]
a ∂Φ
∂v =

√
2

2

[
1
−1

]
. Skutečnost, že

√
g = 1 aneb ds = dudv neńı žádným překvapeńım.

(Transformace Φ je otočeńı, zachovává tedy velikost plochy.) Zbývá dopoč́ıtat meze pro integraci, zjevně je

u ∈
(
−3

√
2

2
, 3

√
2

2

)
,

v ∈
(
−
√

2

2
,

√
2

2

)
.

(Prohlédněte si obrázek.) Celkem tedy∫
Ω

f (x+ y) ds =

∫ 3
√

2
2

u=−3
√

2
2

∫ √
2

2

v=−
√

2
2

f
(
u
√

2
)

dudv =
√

2

∫ 3
√

2
2

u=−3
√

2
2

f
(
u
√

2
)

du =

∣∣∣∣ w = u
√

2

dw =
√

2du

∣∣∣∣ =

∫ 3

w=−3

f (w) dw,

což jsme chtěli ukázat.

Uvedenou parametrizaci lze také chápat jako použ́ıt́ı věty o substituci pro Lebesgue̊uv integrál v R2, dospěli bychom
samozřejmě ke stejnému výsledku. Nav́ıc se můžeme přesvědčit, že pokud voĺıme f =def 1, aneb pokud poč́ıtáme
plošný obsah, tak je ∫

Ω

ds =

∫ 3

w=−3

dw = 6,

což se kupodivu shoduje s výsledkem źıskaným prostou úvahou v prvńı části př́ıkladu.
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5.[7] Uvažujte funkci f(x) = | sinx| na R.

a) Načrtněte graf funkce f .

b) Najděte Fourierovu řadu funkce f . (Funkci uvažujte s periodou 2π.)

c) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy řady. Určete zda Fourierova řada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L2, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnoměrné konvergence.

d) Ukažte, že pro x ∈ [0, π] plat́ı

π

4
(cosx− 1) +

x

2
=

+∞∑
k=1

sin(2kx)

(2k − 1)(2k)(2k + 1)

a najděte součet č́ıselné řady
+∞∑
k=1

(−1)k+1

(4k − 3)(4k − 2)(4k − 1)
.

Řešeńı:

Spočteme Fourierovy koeficienty ak, bk, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy řady

f(x) ∼ a0

2
+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Sinové koeficienty jsou nulové (nebot’ funkce je sudá), kosinové koeficienty spočteme podle vzorc̊u

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx,

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx.

Je tedy (využ́ıváme vzorce cosx sin y = 1
2 (sin(x+ y)− sin(x− y))

πa0 =

∫ π

−π
f(x)dx = 2

∫ π

0

sinxdx = 2[− cosx]π0 = 4

a

πak =

∫ π

−π
f(x) cos kxdx = −

∫ 0

−π
sinx cos kxdx+

∫ π

0

sinx cos kxdx

= 2

∫ π

0

sinx cos kxdx = 2

∫ π

0

1

2
(sin((k + 1)x)− sin((k − 1)x)) dx

=

∫ π

0

sin((k + 1)x)dx−
∫ π

0

sin((k − 1)x)dx

=

[
−cos(k + 1)x

k + 1

]π
0

−
[
−cos(k − 1)x

k − 1

]π
0

=
(−1)k

k + 1
+

1

k + 1
− (−1)k

k − 1
− 1

k − 1
=

{
0, k = 2l − 1, l ∈ N,
− 4

(k−1)(k+1) = − 4
k2−1 , k = 2l, l ∈ N.

(Předpokládáme samozřejmě, že k 6= 1, v tomto př́ıpadě je ale integrace snadná – integrál je roven nule.)

Celkem tud́ıž

f(x) ∼ 2

π
− 4

π

+∞∑
l=1

1

(2l + 1)(2l − 1)
cos 2lx.

Funkce f je spojitá a po částech spojitě diferencovatelná. (Ve smyslu diskutovaném na přednášce to jest včetně exis-
tence vlastńıch limit v krajńıch bodech jednotlivých interval̊u.) Splňuje proto předpoklady kritéria pro konvergenci
Fourierových řad, které ř́ıká:

Bud’ f ∈ P(2π) a bud’ funkce f dále po částech spojitá a spojitě diferencovatelná na R, potom plat́ı

∀x ∈ R : lim
n→+∞

sn(x) =
1

2

(
lim
ξ→x+

f(ξ) + lim
ξ→x−

f(ξ)

)
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Je-li nav́ıc I ⊂ (a, b) uzavřený interval a f ∈ C([a, b]), pak

sn
I
⇒ f.

Funkce je zřejmě v L2((−π, π)) a splňuje tedy předpoklady Carlesonovy věty o skoro všude konvergenci, která ř́ıká:

Bud’ f ∈ P(2π) a bud’ f ∈ Lp((a, a+ 2π)), p ∈ (1,+∞), pak plat́ı

sn
Lp→ f,

sn(x)→ f(x) skoro všude.

Což už ale stejně v́ıme z předchoźıho.

Na libovoném omezeném intervalu (tedy i na [0, π]) je konvergence Fourierovy řady k funkci f stejnoměrná a na
intervalu [0, π] tedy plat́ı

sinx =
2

π
− 4

π

+∞∑
l=1

1

(2l + 1)(2l − 1)
cos 2lx.

Integraćı uvedeného vztahu (na pravé straně integrujeme člen po členu – stejnoměrná konvergence) dostaneme

− cosx+ C =
2

π
x− 4

π

+∞∑
l=1

1

(2l + 1)(2l)(2l − 1)
sin 2lx,

pro x = 0 se rovnost redukuje na −1 + C = 0 odkud dostaneme C = 1, celkem tedy

π

4
(cosx− 1) +

x

2
=

+∞∑
l=1

1

(2l + 1)(2l)(2l − 1)
sin 2lx,

což jsme chtěli dokázat. Dosazeńım x = π
4 do vztahu

π

4
(cosx− 1) +

x

2
=

+∞∑
l=1

1

(2l + 1)(2l)(2l − 1)
sin 2lx,

dostaneme
π

4

(
cos

π

4
− 1
)

+
π

8
=

+∞∑
l=1

sin(lπ2 )

(2l + 1)(2l)(2l − 1)
=

+∞∑
k=1

(−1)k+1

(4k − 3)(4k − 2)(4k − 1)
,

aneb
π

8

(√
2− 1

)
=

+∞∑
k=1

(−1)k+1

(4k − 3)(4k − 2)(4k − 1)
,

což jsme chtěli ukázat.


