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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 8 7 7 6 7 35
Ziskino

[8] 1. Bud dén funkcional ® na mnoziné M = {y € C' ([0,1]) | y(0) = 0,y(1) =1 — 1} predpisem

D(y) = /01 (2yy’ —e’ (y’)Q) dz.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalez{ na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkci lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnici pro funkcionél ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremdlu oznacte Yoxt.

d) Spoététe druhou Géteaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy §2®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, h],
zdlez{ na znaceni, kterému ddvate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnice pro funkcional ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru i nekladna.

Reseni:
Spocteme Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

DB(y)[h] = < B(y +h)

t=0
Po dosazeni

wy+m%=A (20 + th) (y + th) = e (y + th))?) da,

derivujeme podle t a vysledkem je

d 1

a<I>(y +th) = / (2h (y +th)" + 2(y + th)h' — 2¢" (y + th)' K) d
0

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—9
g (y + th)

1
= 2/ (hy' +yh' — ey'h’) da,

t=0 0

a proto

1
D®(y)[h] = 2/ (hy' +yh' — e*y'h) dx.
0

! d
2 /7/ . x, ./ hd.
/0 <y y+dx(ey)) T

(e”y) =0,

feSenim vySe uvedené diferencidlni rovnice je ziejmé funkce

Po integraci per partes

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tedy jsou

Yy = —Che™ ™ + O,
integraéni konstanty uréime z okrajovych podminek, ma byt
—Co+ C1 =0,

C 1
2 roi=1-1,
€ e
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odkud Cyp =1, C; =1 a tedy
y=—e "+ 1

Druhou derivaci funkcionalu ® spoc¢teme podle predpisu

D20 (y)[h, h] = %D@(y + th)[A]

t=0

(/01 (h(y +th) + (y + th)h' — e®(y + th)'R’) dx) L

_ 2/01 (zhh' et (h’)Q) do = —2 /01 (e” (h’)Q) de,

coz je (v posledni tipravé jsme pouzili integraci per partes a skutecnost, ze funkce h je rovnd nule v krajnich bodech
zkoumaného intervalu) kupodivu totéz jako dle véty

=2

&~

Bud ® funkciondl zadany piedpisem

Pak je jeho druhy diferencial roven

D20 (y)[h, h] = / b [P ()? + Qiﬁ] de,

kde
2
po PP
oy’ 0y’
Q- 0’F i 0’F
- Oyoy  dx \oyoy' )’
Maéame tedy

D*®(y)[h, h] = 2 /01 e" (W) <0,

a okamzité vidime, ze druhd derivace je nekladnd v jakémkoliv bodé y a navic nezévisi na y. (To neni piekvapeni,
funkciondl @ je “kvadraticky” v proménné y.) Druhd derivace vyéislend v bodé yext je

1
D2®(yex) [, h] = —2 /O e” ()2
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2. Bud déna posloupnost funkef

1
falz)=n [Sin (m + ) - sinx}
n
Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 400). Rozhodnéte, zda posloupnost { f"}:: konverguje

stejnomérné k f na intervalu J a K, kde

1. J = (0,400),
2. K = (g,+00), kde € € RT je dané kladné redlné &fslo.

Reseni:
Pocitejme
. . . 1 . . . 1 1 .
lim f,= lim n|sin|{z+ — ) —sinz| = lim n |sinzcos — + cosxsin — —sinx
n—-4o0o n—-4oo n n——4o0o n n
. . 1 . o1 . 1 . cos% -1 . sin%
= lim nsinz|{cos——1)+ lim ncoswsin— = lim —sinz—7F—— + lim cosz—" = cosz,
n—+oo n n—+oo n n—-+oo N == n—-+oo =
n n

kde jsme vyuzili zndmych limit lim,_,o ¥3* = 1 a lims_0 1’:% = % a soc¢tovych vzorcu pro funkei sin . Limitu

jsme mohli pocitat také s pouzitim Taylorova rozvoje,

1 1 1
lim f,= lim n {sin (x + n) - sina:] = lim n {sin () + (cosx) - +o (n) - sina:]

n—-+oo n——+oo n——+o0o

. 1
= lim n|(cosz)—| = cosz,
n—+00 n

pricemz jsme vyuzili Tayloruv rozvoj funkece sin(z + h) = sinx + (cosx) h + - -+ v okol{ bodu x. Bodovéa limita je
tedy pro jakékoliv z € I

lim f, =cosz.
n——+o0o

Oznacme si
() =get cos(x).

Zbyva rozhodnout, zda na danych intervalech J a K plati f,, = f. K zodpovézeni této otazky pouzijeme ekvivalentni

charakterizaci stejnomérné konvergence, kterd tika:
Bud {f,,}'> posloupnost redlnych funkef jedné realné proménné. Posloupnost funkef {f,}.> kon-

verguje pro n — 400 stejnomeérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fn =1,

pravé kdyz pro n — +oo plati
on — 0,

kde
Op =def SUP |fn<x) - f($)| .
zeM

Zabyvejme se nyni intervalem J. Pro jakékoliv x € J plati

i 1 I
n |:SID$COS +coszrsin— —sSmx| —Ccosx
n n

l

1
|fn(x) — f(z)| = |n [Sin (x—i—) —sinx} —cosx| =
n
o1 . 1 sin lcost —1
= |cosx | nsin— —1) +nsinz | cos— —1)| < |cosz||—™ — 1| + [sinz| |- —F
n n n n?
sin% 1cos%—1
i L P T
n n2
odkud plyne, ze
) . int ] lcos+ —1
0< lim o, < lim - —1|+ lim |——F—|=0,
n—-+oo n—-+4oo n—+oo [N oz

kde jsme opét vyuzili znamé limity pro goniometrické funkce. Podle zminéné véty je tedy na intervalu J konvergence
stejnomeérnd. Jelikoz plati K C J, okamzité vidime, ze konvergence je stejnomérnd i na intervalu K.
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[7] 3. Spoctéte

+oo _
I(a) = / e 1o cosw dz,
0 T

kde a € R™ je libovolné ale pevné kladné redlné &islo. Postupy pouZité pri Fesent je nutné peclivé zdiuvodnit!

Reseni:

Pocitejme nejprve formdlné bez ovéreni korektnosti provadénych operaci (zdména derivace a integrélu). Jest

+o0 _ +oo
dr _ / 9 (e“mlm) dz = / (cosz —1)e **dua,
da o Oa x 0

coz je integral, ktery umime piimo spocist. Jest

/+oo e “dr = 767” o = 1
o a |, a’
Integral f0+oc cosx e~ * dx spocteme klasickym postupem,
+oo e—az 400 1 +oo
/ cosxe “dx =, B = [— Ccos T } - = / sinze *dx
0 vV =€ a 0 a Jo
11 [t 1 1 . emam]t® e
:f—f/ sinze “dx = =—-— - {—smx —l—f/ cosre “dx
0 a a a |, a Jo

11 [t _
=-—-— cosze “*dux,
a a 0

u=cosr u =—sinx
ax v = _e "
- a

uw=sinx u =cosz
ax _ e "
v = —

v =e”
a

odkud plyne, ze

+oo a
cosze “dx = 5 .
0 a® + 1

Celkem proto
Il a 1

da 1+4+a? a
Diferencialni rovnici pro funkci I snadno vyfesime piimou integraci,

Iz%ln(l—l—aQ)—lna—l—C,

kde C je integracni konstanta.

Zbyva urcit hodnotu integra¢ni konstanty. To provedem pomoci limit a — +o00. Z pravé odvozeného vztahu plyne

2
im I= Lm (+m(12%)4c¢)=c
a——+o00 a—+o0o 2 CL2

Pfimym vypoctem ovem ziskdme (pokud lze zaménit limitu a integral)

—+o0 —+o0
1— .
lim /= lim e_‘”ﬂdx:/ lim e~
0

a—+o00 a—+oo [o X a—+00 €

1 — cos
ap 2~ COST dz = 0.

Integra¢ni konstanta je tedy rovna nule, a plati
1 1 2
I=-m(~2%).
2 a?

Zbyva ovérit platnost formalné provedenych operaci. Nejprve se budeme zaobirat zaménou limity a integralu, k
tomu poslouzi véta:

Bud f(z,b): I x J = R, kde I C R a J C R. Necht plati

e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna z € I.
e Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méfitelnd pro véechna b € J.

e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g : I — R takova, ze pro skoro vsechna b € J
plati | 5 f(x.b)] < g(=).
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o Existuje by € J tak, ze funkce f(x,bg) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky inte-
grovatelnd na 1.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I,
funkce

F(b) = / (@, b)de
I
je diferencovatelna na I a plati

dF 0

V nagem pifpadé je I = RT a J = (g, +00), kde ¢ je libovolné kladné redlné &fslo, a

az 1l —cCOST

r,a)=-e
f(,0) ‘
Diferencovatelnost funkce f(x,a) vuéi proménné a je ziejmd, méfitelnost vici proménné x je zjevnd ze spojitosti
vuci proménné .

Zbyva zjistit, zda existuje ag € J = (&, +00) takové, ze funkce f(x,a) je lebesgueovsky integrovatelnd na I = R™T.
To je ovSem snadné. Predné funkci f(z,a) lze spojité dodefinovat v nule,

. _1—cosx
J@,0)],_g = lim e

Lebesgueovsk4 integrovatelnost f(x,a) na intervalu (0, K), kde K € R, je tedy zfejm4a ze spojitosti f(z,a) na
intervalu [0, K]. Zbyva vysetfit chovdni “v nekoneénu”. Na intervalu (2, +o00) plati odhad

gzl —coOsT

e < 2e%,

X

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelnd funkce na R*. Hledané ag € J = (g, +00) je tedy libovolné
¢islo z pozadovaného intervalu.

Poslednim krokem je nalezeni majoranty pro derivaci. Derivace % f(z,a) je ddna vztahem

2f(x,a) = (cosx — 1) e™ ",

da
a hledany odhad pro a € (g, +00) je
[(cosz — 1) e™ | < 207 < 2e7°7,
kde na pravé strané zjevné stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce na R*.
Zéménu limity a integralu oduvodnime napiiklad podle Lebesgueovy véty, kterd #ika:
Necht plati:

e Posloupnost { f, :fl je posloupnost métitelnych funkci na mnoziné M.

e Posloupnost { f,,,}::; konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna

x € M plati lim,, 1 o fn(x) = f(2).

e Fxistuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takovd, ze pro vsechna n € N pro skoro vsechna
x € M plati |f(2)] < g(z).

Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

nllgloo /M fn(z)de = /M nll)rfw fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.




NOFY161, ZS 2020-2021 Zkouskova pisemna préce 22. ledna 2020

Mnozina M je v nagem piipadé (0, 4+00), posloupnost f,, tvoif funkce

1—cosx

fn= e “n? - ’

kde a,, je néjaka posloupnost pro kterou plati lim,,_,, a, = +00, pficemz muzme bez ijmy na obecnosti uvazovat
pouze posloupnost, kde plati a,, < a,41. Plati

1—cosz —aye | 1 —COST

xT x

e

kde na pravé strané stoji lebesgueovsky integrovatelna funkce. (Pouzijeme stejnou argumentaci jako pii vysetfovani
platnosti predpokladu véty o zdméné limity a integralu.) Lze tedy zaménit limitu lim, . a integrdl. (Pouzili
jsme Lebesgueovu vétu pro posloupnosti, coz je ale vzhledem k Heineho vété totéz jako kdybychom zkoumali limitu
funkee.)
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. Bu spojita funkce jedné redlné proménné f : R — R, a bu mnozina v nacrtnuta na razku 1. nozina
6] 4. Bud f jita funk dné realné 5 f:R— R, abud Q i R2 A Obrazku 1. (Mnozina 2
je obdélnik s vrcholy v bodech [1,2], [2,1], [-1,—2] a [-2,—1].)

a) Spoctéte plosny obsah mnoziny €.
b) Ukazte, ze plat{

/Qf(wﬂ/) dxdy=/3 £ (w) duw,

kde dvojice = a y znaéf standardni soufadnice v R2.

Obréazek 1: Mnozina .

Reseni:

Nejprve spocteme plosny obsah. Jelikoz je mnozina ) obdélnik, je vypocet plosného obsahu snadny, potfebuje pouze

znét délky stran. Delsf strana obdélniku mé délku 3v/2, kratsf strana obdélniku mé délku v/2, plosny obsah je tedy
Sq =6.

(Forméln{ vypocet pies integrél by probéhl volbou f =g¢f 1, ve vzorei, ktery mdme dokézat.) Tato tivaha mimo
jiné naznacuje, ze pro vypocty bude obdélnik vhodné oto¢it (rozuméj pouzit vhodnou parametrizaci) tak, aby jeho
strany byly rovnobézné se souradnicovymi osami.

Zvolme si tedy novou sadu proménnych u a v, které jsou vuci puvodnim proménnym z a y v nasledujicim vztahu

T = (u+v),

SN

(u—v).

y =
Tento vztah otaci soufadnicové osy tak, jak potiebujeme. Skutecnost, ze se jedné o otoceni souradnicovych os snadno

nahlédneme z nasledujiciho
| |cosa —sina U
y|  |sina cosa e
a=7%

Parametrizace mnoziny 2 je tedy x = ®(u), aneb

i-o () - [aere

Integral inerpretujeme jako plosny integral, [, f (z +y) dady = [, f (z +y) ds. Spocteme element plochy

ds = /g dudv,
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Obrézek 2: Mnozina (.

kde
o®

OP o 0 0P o 0P 1 0
g:det[gg iy %}:det[ ]:1,
5w ®o o0 ® o 0 1

. L. OB
kde jsme vyuzili 3

valll, oe _va|l
1] & ov 2 -1

5 = Xz ] . Skutecnost, ze /g = 1 aneb ds = dudv neni zddnym pfekvapenim.

(Transformace ® je otoceni, zachovéavd tedy velikost plochy.) Zbyvé dopocitat meze pro integraci, zjevné je

(Prohlédnéte si obrézek.) Celkem tedy

/Qf(l““‘y)dsz/B_Ji\?/vjﬁ_\?f(uﬁ)dudv:\/i e f(u\f?)du:‘ w = uy/2

3
u=—3L2 dw = v2du :/ J (w) dw,

w=-—3

coz jsme chtéli ukazat.

Uvedenou parametrizaci lze také chapat jako pouziti véty o substituci pro Lebesguetiv integral v R?, dospéli bychom
samoziejmeé ke stejnému vysledku. Navic se muzeme presvédcit, ze pokud volime f =gor 1, aneb pokud pocitame

plosny obsah, tak je
3
/ ds = / dw = 6,
Q =3

coz se kupodivu shoduje s vysledkem ziskanym prostou tivahou v prvni ¢asti piikladu.
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[7] 5. Uvazujte funkci f(z) = |sinz| na R.

a) Nacrtnéte graf funkce f.
b) Najdéte Fourierovu fadu funkce f. (Funkeci uvazujte s periodou 27.)

c¢) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy fady. Uréete zda Fourierova fada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L%, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnomérné konvergence.

d) Ukazte, ze pro z € [0, «] plati

™ r sin(2kx)
gleosz=1)+5 = ;;1 2k — 1)@k 2k+ 1)
a najdéte soucet Ciselné rady
Jf (_1)k+1 ’
(4k — 3)(4k — 2)(4k — 1)

k=1

Reseni:

Spocteme Fourierovy koeficienty ay, bx, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy fady

+o0
fz) ~ % + ;akcosk:x—i—bksinkx.

Sinové koeficienty jsou nulové (nebot funkce je sudd), kosinové koeficienty spo¢teme podle vzorct

1 s
S d
ao ). f(x) xz,
1 v
ap = — f(z) cos kxdz.
L

Je tedy (vyuzivdme vzorce coszsiny = 3 (sin(z + y) — sin(z — y))

s

Tag = flx)dx = 2/ sinzdx = 2[— cosz]f =4
—7 0

™ 0 T
Tag = / f(z) coskxdx = — / sin z cos kxzdx + / sin x cos kxdx
0

—T —T

i = Wl sin z) —sin((k — 1)z)) dx
:2/0 smxcoskxdx—Q/O 2( ((k+1Dx) ((k—1)x))d

= i sin((k + 1)z)dx — ! sin((k — 1)z)dz
J J
_ [_wsﬂf“)ﬂ - [_wsﬂf—lﬁv]

k+1 |, k-1 |,
G L S G L {o, k=20—1,1€N,
= - - = 4 _ 4 _

F41 k+1 k-1 k-1 |—ggimm=-m7 k=2L1€N

(Predpokladdme samoziejmeé, ze k # 1, v tomto piipadé je ale integrace snadnd — integrél je roven nule.)

Celkem tudiz

f(z) 2.1 +§ ;cos%x
Toom(20+1)(20 - 1) '

Funkce f je spojita a po ¢dstech spojité diferencovatelna. (Ve smyslu diskutovaném na prednésce to jest véetné exis-
tence vlastnich limit v krajnich bodech jednotlivych intervalu.) Spliiuje proto predpoklady kritéria pro konvergenci
Fourierovych tad, které rika:

Bud f € P(27) a bud funkce f ddle po ¢dstech spojitd a spojité diferencovatelnd na R, potom plati

VreR: lim s,(z)= 1 <§£m+ f(& +§£m_ f(§)>

n—-+o0o 2
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Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a,b]), pak

sn = f.

Funkce je ziejmé v L?((—m, 7)) a splituje tedy predpoklady Carlesonovy véty o skoro véude konvergenci, kterd f{ka:
Bud f e P(2r) abud f e LP((a,a+27)), p € (1,+00), pak plati

LF
sn = f,
sn(z) = f(z) skoro vsude.

Coz uz ale stejné vime z predchoziho.

Na libovoném omezeném intervalu (tedy i na [0,7]) je konvergence Fourierovy fady k funkci f stejnomérnd a na
intervalu [0, 7] tedy plati
+o0
2 4 1
1 = — — — —_— S 21 .
sing = — — — lz; QD@ =) cos 2lx

Integraci uvedeného vztahu (na pravé strané integrujeme ¢len po ¢lenu — stejnomérnd konvergence) dostaneme

—cosx—l—(l’—gac—éJri.O ! sin 2lx
R — (20 +1)(20)(20 - 1) ’

pro x = 0 se rovnost redukuje na —1 + C' = 0 odkud dostaneme C' = 1, celkem tedy

+oo 1

e X .
qleose—D+5 = l; @i D)@ = 1) A

coz jsme chtéli dokazat. Dosazenim x = 7 do vztahu

+oo 1

T X .
qloosz—1)+35= l; @i D)@ - 1) A

dostaneme n +
T T T x sin(1%) B X (—=1)F*?
1 (COS* - 1) Ty= 2+ nE)ERI-1) ; (4k = 3)(4k — 2)(4k — 1)’
aneb +
- B e} (_1)k+1
] (\/5_ 1) - ; (4k — 3)(4k — 2)(4k — 1)’

coz jsme chtéli ukazat.




