Matematicka analyza II (NOFY152) - DU 3
Mocninné rady

1. Prokazdé z € Caa,b € R vysetfete, zda mocninna rada
+oo n
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> 2"
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n=1

konverguje (absolutné ¢i neabsolutné).

Reseni: Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze |a| > |b|. (Pokud by tomu tak nebylo, pfezna¢ime si a a
b.) Pro a,b = 0 je navic konvergence rady zfejma pro vechna z € C. V dal$im se tedy omezime na pfipad
la| > |b| > 0. Oznaéme si
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kde jsme vyuzili aritmetiky limit a toho, Ze

b n
lim "1+(> =1, lim /n=1.
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(Dokazte si sami pomoci véty o limité slozené funkce, Heineho véty a I'Hospitalova pravidla.) Odsud tedy
dostavame, Ze polomér konvergence R dané mocninné fady je roven
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a fada tedy konverguje absolutné na mnoziné {z eCllz|l < ﬁ} a nekonverguje na {z eCllz| > i}
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Pro z € C lezici na kruznici konvergence plati
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kde ¢ € [0, 27). Na kruznici konvergence tedy vysetfujeme konvegenci fady
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Srovnavaci kritérium spolu s divergenci harmonické fady nam dava, ze fada (1) jisté nekonverguje absolutné,
nebot pro kazdé n € Na |a| > |b| > 0 plati
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Pro piipad, kdy |a| = [b| # 0, to plyne opét jednoduse z divergence harmonické fady (a aritmetiky fad).

Pro vySetieni neabsolutni konvergence fady (1) nejprve ukazme, Ze posloupnosti {ei”‘p} ma omezené Castecné
souéty pro ¢ € (0,2m) a posloupnost {(—1)"e!"¥} ma omezené ¢aste¢né soutty pro ¢ € [0,7) U (7, 27).

Opravdu,
e = cos(ny) + isin(nyp),
(1) = ei™ein? — (TR — cos(n(m 4 @) + isin(n(r + @),
a zbytek jiz plyne z Tvrzeni 9.3.5. ve Roberta Cerného a Milana Pokorného.

Konvergenci fady (1) nyni vysetfime pro nasledujici volby parametru a, b.



http://www.karlin.mff.cuni.cz/~pokorny/skripta_MAF2.pdf

(i) la] > [b] >0

Vsimnéme si, Ze v tomto pfipadé fada
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konverguje absolutné (jednoduchy disledek limitniho podilového kritéria). Z aritmetiky fad tak plyne, ze
fada (1) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada
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Protoze posloupnost {%} monotonné konverguje k nule a posloupnost {(sign a)"ei"“’} ma pro jisté
hodnoty ¢ omezené ¢asteéné soulty (viz vyse), z Dirichletova kritéria dostavame, Ze pro a < 0 fada
(1) konverguje pro ¢ € [0,7) U (7, 27) a diverguje pro ¢ = 7 a pro a > 0 fada (1) konverguje pro
v € (0,27) a diverguje pro ¢ = 0. (Divergence jsme dostali z toho, Ze pro pfislusna a a ¢ se (2) redukuje
na harmonickou fadu.)

(i) a=b>0
Rada (1) se redukuje na
400 2
n=1 "

Aplikaci Dirichletova kritéria podobné jako vyse dostavame konvergenci pro ¢ € (0, 27) a divergenci

pro ¢ = 0.
(iii) a=b<0
Rada (1) se redukuje na
+oo 2 )
> =(=1)tee.
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Aplikaci Dirichletova kritéria podobné jako vyse dostavame konvergenci pro ¢ € [0,7) U (m,27) a
divergenci pro ¢ = 7.

(iv) a=—b#0

Rada (1) se redukuje na
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Z aritmetiky fad a aplikace Dirichletova kritéria podobné jako vyse dostavame konvergenci pro ¢ €
(0,7) U (m,2m) a divergencipro o = 0a p = 7.

2. Pro kazdé z € C vysettete, zda mocninné fada
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konverguje (absolutné ¢i neabsolutné).

Reseni: Oznac¢me si
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dostavame, Ze polomér konvergence dané mocninné fady je % Rada tedy konverguje absolutné na mnoziné
{zeC||z—1] < 1} anekonvergujena {z € C ||z —1] > {}.




Pro z € C lezici na kruZznici konvergence plati
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kde ¢ € [0, 27). Na kruznici konvergence tedy vysetfujeme konvegenci fady

Ukazme, Ze neni splnéna nutna podminka konvergence. Protoze podminka lim,,_, ; o b, = 0 je ekvivalentni
lim;, s o0 |bn| = 0 pro kazdou posloupnost {b,, }, sta¢i hledat limitu

n
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_ elimnHJroo(—%-i-O(l)) — e_% 7é 0.

Zévér: Rada konverguje absolutné na mnoziné {z € C | [z — 1| < 1} anekonvergujena {z € C ||z —1| > 1}.

3. Pro kazdé z € C vysetfete, zda mocninna fada
+Z°o en)tt
—
I
— (2n+ 1)l

konverguje (absolutné ¢i neabsolutné). Zde

)l =2n-2n—2)---4-2,
2n+1)'=2n+1)-(2n—-1)---3-1.

Napovéda: Vyuzijte Stirlingiv vzorec.

Reseni: Oznac¢me si
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dostavame, ze polomér konvergence dané mocninné fady je 1. Rada tedy konverguje absolutné na mnoziné
{z € C| |z| < 1} anekonvergujena {z € C | |z| > 1}.

Pro z € C lezici na kruznici konvergence plati
2| =1 <= 2z =¢,
kde ¢ € [0, 27). Na kruznici konvergence tedy vysSetfujeme konvegenci fady
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Pro ¢ = 0 nam Raabeho kritérium da divergenci fady (3). Skute¢né,
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Z toho zéroven plyne, Ze pro ¢ € (0, 27) nemlze fada (3) konvergovat absolutné a zbyva vyfesit, zda nekonver-
guje neabsolutné. Protoze posloupnost {€¢} ma pro ¢ € (0,27) omezené Casteéné soulty, staci ukazat, ze
posloupnost {a,, } jde monotonné k nule a konvergenci fady (3) nam pak da Dirichletovo kritérium.




Monotonie posloupnosti {a,, } plyne z nerovnosti

an  2n+3
Uni1 2042

Pro ovéfeni, ze lim,,_, 4 oo @y, = 0, si nejprve uvédomme, Ze plati
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S vyuzitim Stirlingova vzorce
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kde jsme jesté v posledni rovnosti vyuzili toho, Ze
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coz plyne jednoduse z Heineho véty a 'Hospitalova pravidla.

Zavér: Rada konverguje absolutné na mnoziné {z € C | |z| < 1}, konverguje neabsolutnéna {z € C | |z| = 1}\
{1} a nekonvergujena {z € C | |z| > 1} U {1}.

4. S pomoci teorie mocninnych fad vysetfete konvergenci fady

+o0o 3 n
2
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Reseni: Polozme y := % Rada
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Z n2yn (4)
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méa polomér konvergence R = 1, sta¢i pouzit (podobné jako v 5. tikolu z 1. sady DU na fady), ze
lim VnZ= lim e " = elimnotoo 20" = g0 — 1, (5)
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Dale pro y = +£1 neni splnéna nutna podminka pro konvergenci, nebot ¢leny rady (4) nekonverguji k nule.
Zbyva tedy rozhodnout, pro ktera x € R plati
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x <1l, <= —1<7x <1
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Tyto nerovnosti jsou ekvivalentni nerovnostem:
2> +32+2>0,2°—32+2>0.

VyfeSeni téchto nerovnosti je jiz snadné, vyjde z € (—oo0, —2) U (—1,1) U (2, +00).

Zavér: Rada konverguje absolutné pro z € (—oo, —2) U (—1,1) U (2, +00).




5. Seététe ¢iselnou Ffadu
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Reseni: Uvazujme mocninnou fadu
+oo
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Z limitniho podilového kritéria plyne, Ze (6) konverguje pro véechna z € R. Skuteéné,
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a polomér konvergence pfislusné mocninné rady je tedy +oo.

Protoze kazda mocninna fada na svém kruhu konvergence definuje nekoneénékrat spojité diferencovatelnou
funkci a navic plati, Ze miZeme zaménovat potradi sumy a derivace, postupné dostavame
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= (ze®) = e"(z + 1).

To znamena, Ze
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6. Sectéte ciselnou fadu
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Reseni: Uvazujme mocninnou fadu
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Podobné jako v (5), plati
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Z limitniho podilového kritéria tedy plyne, Ze fada (7) konverguje pro |z| < 1. Z Dirichletova kritéria plyne,
ze konverguje i pro z = 1, zjevné m N Opron — 4+ocoa Z:ﬁ(fl)” ma omezené ¢asteéné soucty. Pro




|z| < 1 plati

Funkci ﬁ nyni dvakrat zintegrujeme a dostaneme
T
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Dosadime za x = 0 a vidime, Ze d = 0. K ur¢eni konstanty ¢ zderivujeme obé strany (8) a porovname v bodé
x =0, dostaneme 0 = =1+ 1 — ¢ = —c. Tedy i ¢ = 0. Tudiz
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