Matematicka analyza II (NOFY152) — DU 7
Topologické pojmy v R, funkce vice proménnych

1. Najdéte vnitfek, uzavér a hranici mnoziny A def M\ K, kde

=9
L8

M= {(z,y) eR?: [z <1, 0 <y < 2,
Kdef{(z,y) eR?: 4%+ (y—1)° = 1}.

Reseni: Plati

A° ={(z,y) €R?: 2| <1, 0<y < 2} \ K,
A={(z,y) €R?: |z|<1,0<y <2},
DA={(£1,y) eR?: 0<y<2}U{(2,0) eR?: |z] <1}U{(2,2) e R?: |z|<1}UK.

Pozorujeme, ze A° U0JA = A.

2. Pro které hodnoty parametru o € R plati, Ze pocatek lezi v uzavéru mnoziny

M % {(k* cosk, k*sink) : k € Z\ {0}}?

Zduvodnéte.

Reseni: Nejprve pripomenime definici.
L Je-liw = 2 racionlni, kde p, g jsou nesoudélné a g liché, pak k% = k4 je definovano pro kazdé k € Z\ {0},

2. Neni-li a tvaru jako v 1, pak k% = e®'"* je definovano jen pro k > 0, k € Z.V tomto piipadé mizeme
uvazovat jen k > 0.

Mame najit viechna « tak, aby pro kazdé ¢ > 0 platilo U.((0,0)) N M # (). Zde

U:((0,0)) = {(z,y) €R*: ||[(z,9)]| = Va? +y? <e},

je oteviena koule o poloméru € > 0 se sttedem v pocatku. Plati
[[(k cosk, k¥ sin k)| = |k“| = |k|*.

Je-llia > 0, pak [k[* > 1 atedy Us((0,0)) N M = 0. Je-li naopak o < 0, pak |k|* klesa pro k — +o00
monotonné k nule, existuje tedy ko € N tak, ze pro k > ko plati |k|* < &. Tedy U.((0,0)) N M # 0 pro kazdé
e>0.

Alternativné lze argumentovat pfes hromadné body, coZ jsou v tomto pfipadé body, které dostaneme pro
k — +oo nebo k — —oo. Podobné uvahy jako vyse pak vedou k zavéru, ze (0,0) je hromadny bod dané
mnoziny, jen pokud o < 0.

Zavér: Bod (0, 0) lezi v uzavéru mnoziny M jen pro « < 0.

3. Je mnozina
M={(z,y,2) €eR*:2® + 9> = 2* > 1, o] < 1, Jy| < 1}

omezena? Zduvodnéte.

Reseni: Z definice M plyne omezeni 22 + y? > 22 + 1. Dale pro (v, y, z) € M plati

|+l <2,  4=22>(la|+[y)? = |z + y]* + 20lly] > 2® +¢y* > 22+ 1.




Tudiz 22 < 3 a|z| < v/3. MnoZzina M lezi uvniti omezené mnoziny
{(wy.2): |2l < VB, |2 <1, Jyl <1},
ktera je podmnozinou krychle se stiedem v pocatku a délkou strany 2+/3, tj.
M C B z(0) = {x: (z,y,2) ER® 1 |x|__ < \/3}

M je tedy omezena.

4. Necht A, B C R"™. Rozhodnéte, zda plati nasledujici rovnosti nebo alespoii jedna inkluze, tj. dokazte nebo najdéte
protipfiklady,

(i) 0A =0A
(i) (AU B) =0AUOB
(iii) ANB=ANB

Reseni:
(i) Inkluze A C OA neplati. Staéi vzit A = Q. Pak 0A =R = R a dQ = IR = .

Zkusme nyni D.Je-liz € A ae > 0,pak U.(z) N A # D aU.(z) N (R™\ A) # 0. Jelikoz (R™ \ A) C
(R™\ A), pak i U-(z) N (R™\ A) # 0. Zvolme 2’ € U.(z) N A. Pak U, () je oteviené okoli 2’ a jelikoz
2’ € A, pak U, () musi obsahovat bod z A. Tedy pro kazdé e > 0 plati U (x) N A # (). Kazdé oteviené
okoli bodu z tedy protne A i R™ \ A. To ale z definice znamen, ze * € 9A a tedy i z € JA. Dokézali
jsme A D JA.

(ii) Inkluze O(A U B) D OA U OB neplati. Sta¢i vzit oteviené intervaly A = (—1,1) a B = (0,2). Pak
OAUB)=0(-1,2) ={-1,2} a0AUOB = {-1,1} U{0,2} = {~1,1,0,2}.

Obrécena inkluze 9(AUB) C JAUJB plati a nyni ji dokaZeme neptimo. Neni-liz € JAUIB, pak z ¢ A
ax ¢ OB.Pak ale x je vnitfni bod A nebo R™\ A a soucasné je to vnitini bod B nebo R™\ B.Je-liz € A°
nebo x € B, pak mame vyhrano, nebot pak je x nutné i vnitinim bodem AU B. Zbyva tedy probrat pfipad,
kde z je vnitinim bodem R™\ A iR™\ B. Najdeme ¢1, e tak, aby U, () C (R™\ A) aU,,(z) C (R™\ B).
Pak ale U.(x) C R™ \ (AU B), kde ¢ = min{e1,e2}. TudiZ z je vnitfni bodem R™ \ (A U B) a nemize
tedy leZet na hranici této mnoziny. Ukézali jsme implikaci x ¢ 0AUIB = x ¢ (AU B) a tim i
z € (JAUOB) = x € 0A U 0B. Duikaz je hotov.

(iii) Inkluze AN B 2 AN B neplati. Staci vzit oteviené intervaly A = (—1,0) a B = (0,1). Pak AN B =
) = 0 a soucasné AN B =[-1,0]N[0,1] = {0}.

Dokéazeme C. Je-li z € AN B, pak pro kazdé ¢ > 0 plati U (x) N (AN B) # . Specialné U.(z) N A # ()
aU.(x) N B # (. Ukazali jsme, ze libovolné oteviené okoli 2 ma netrivialni prinik s Ais B. Tedy z € A
ar € B,nutnétedy x € AN B.

5. Spoctéte limity (pokud existuji)
. . 127y2+9:y
O e Sog I

1
ii lim cos(z + w2 4y? |
(ii) (I’y)ﬁ(o’o)( (z+y))

Reseni:
(i) Pomoci Youngovy nerovnosti dostavame

2 _ .2 2,2 2,2
-y +ay| x4yt +lryl 3zt +y 3 3
< <5 < gvat+y? = ol(@y)l,,
|z + |y] |z + ly] 2| +yl — 2 2 2
odkud vidime, Ze zadana limita je rovna 0. V posledni nerovnosti jsme navic vyuzili
Va2 +y?

2| +Jyl —

0<

2
= 2?4y <(lo[+ly))” = 0=yl




Alternativné miizeme postupovat takto

127y2+xy

2 2 2
2?4+ y? + |xy| < el 1yl + 2feyl _ (2] +1yl)
2] + [yl

|+ [yl | + |y oz + 1yl

= |z + [yl = (=, 9)l;-

(if) Ukazme, Ze limita neexistuje. Na paprsku y = x dostavame

. 1 . In(cos 2) lim
lim (cos 2x)2? = lime™ 222 =e"">
z—0 z—0

In(cos 2x) cos2x—1 _1
222 2z

— elimz*}O =e ,

kde jsme vyuzili véty o limité slozené funkce a limité sou¢inu a znalost zakladnich limit

In(1 1— 1
T ) B T el L
z—0 T z—0 T 2
Na druhou stranu na paprsku y = —2 mame

. 1 L
lim (cos0)2=2 = lim 12.% = 1.
x—0 x—0

Protoze se limity neshoduji, zadana limita neexistuje.

6. Jestlize dodefinujeme funkce z pfedchoziho pfikladu v poc¢atku nulou, rozhodnéte, zda jsou takto definované funkce
spojité nebo omezené na néjakém okoli pocatku.

Reseni:
(i) Podle Pfikladu 5(i) vime, Ze funkce

wr [T (2,y) # (0,0),
Jewy) {o U ) = 0.0,

je spojita v pocatku, a tudiz je i omezena na néjakém okoli pocatku (podle véty o nabyvani extrému pro
spojitou funkci na kompaktni mnoziné).

(ii) Podle Pifikladu 5(ii) neni funkce

v [(cos(@+)) T (2,y) # (0,0),
flew {0 (x,9) = (0.0),

spojita v pocatku. V dal$im uvazujme funkci f na mnoziné
def 2 ™
M= {(:ay) eR: |z +y| < 5},

nebot na takové mnoziné je f definovana a zéroven obsahuje poc¢atek. Pro (0,0) # (z,y) € M je z
definice funkce f omezena zdola, nebot

1 In(cos(z+y))

(cos(z +y))=2t? =e 2+ > 0.

Dale plati

In(cos(z+y)) In(cos(z
A w <0 <= cos(z+y) <1,
ety
coZ je splnéno pro vSechna (z,y) € M, atedy f je na této mnoziné omezena i shora. Existuje tedy okoli
pocatku, na kterém je funkce f omezena.

7. Urcete defini¢ni obor nasledujicich funkci a spoctéte jejich prvni parcialni derivace
D) f(z,y,2) = cos(z +y)sin(x —y + 2),
(i) f(z,y) = e'8v),



Reseni:
(i) Ztejmé plati Dy = R3. S vyuzitim sou¢tového vzorce cos(x £ y) = cosx cosy F sin x sin y, potom pro
prvni parcialni derivace na celém Dy dostavame

%(x, y,z) = —sin(z + y) sin(z — y + 2) + cos(z + y) cos(x — y + z) = cos(2z + 2),
g—JyE(x, y,z) = —sin(z + y) sin(z — y + 2) — cos(z + y) cos(x — y + z) = — cos(2y — z),
of
g(x, y,2z) = cos(x + y) cos(x — y + 2).
(ii) Z podminky xy # w dostavame
2 1
Dy :RQ\{(L(}CQ_;)?T> :xeR\{O},keZ}.
Na D; potom mame

of yets(@y)

aix(xa y) - cos2 (.’by) )

af rete(@y)

oy o)’

8. Najdéte smérovou derivaci funkce

[t o y) £ (0,0),
ﬂ%”{o )

v pocatku v obecném sméru (u,v) € R?, u? +v? = 1.

PP o . def . . ¥ ;
Reseni: Oznac¢me si v = (u, v). Podle definice derivace ve sméru mame

O (0.0))  tim 000+ hlw0) = F(O.0) _ o F(lh o))
ov RS0 h RS0 h o0 h '

S vyuzitim u? + v? = 1, pak dostavame

gi((07 0)) = %ir%(hwl + 20?0 + US) = 2u%v + v°.
A" —




