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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 Celkem bodu
Bodu 6 10 10 10 36
Ziskino

[6] 1. Budiz dédna funkce

V bodé zg = %:

a) urcete typ singularity,
b) najdéte Laurentovu fadu funkce f(z),

¢) spocététe reziduum.

Reseni:
Funkce cos z je holomorfni v C, f(z) ma proto v zp = % pol nasobnosti dva. Nyni spo¢teme Laurentovu fadu, rozvoj
funkce cos z v okoli pozadovaného bodu je

B AW 1 1 1\ . 1
COS 2 = COS z 9 9 = COs | 2 9 COS2 sin | 2 9 Sll’l2

O I Gt ) I O AR PV Gt )
= (COS 2) Z:(—l)kW — (Sln 2) Z(_l)kmv

k=0 k=0

kde jsme pouzili standardni souctové vzorce pro goniometrické funkce a znamé Laurentovy fady pro goniometrické
funkce. Jmenovatel (2z — 1)? = 4(z — 3)? je jiz ve vhodném tvaru, celkem proto

cosz  cosz 1 1\ & (z - %)%72 1/ 1\ (Z - %)21#1
2:-1)2 4z-12 1 <C052> kZ:O(—n’f 2K 1 (Sm 2) kZ:O(—n’f 2k + 1)

Z Laurentovy fady v okoli bodu zg = % okamzité vycteme zbyvajici charakteristiky, reziduum v bodé zy = % je

rovno koeficientu u mocniny (z — 1)71, tedy

2
cosz 1/. 1
reSZz_% m = 71 Slni .

Z rozvoje do Laurentovy fady opét vidime, ze singularita je zjevné pél nasobnosti dva.
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400 el
I= — dz.
/w:—oo63$+1 x

Pro kterd a € R integral existuje a je konetny? Pro tato a integral spoctéte. K vypocétu pouzijte integracni kiivku
naznacenou na Obrézku 1 a limitni pfechod R — +o00. Je nutné zvolit vhodnou hodnotu parametru h!

[10] 2. Pro a € R uvazujte integral

—-R R

Obréazek 1: Integraéni kiivka pro vypocet f;zoioo % dz.

ReSeni:

Zjevné musi byt a € (0,3). Pozadavek na a > 0 plyne z limitnfho chovani pro x — —oo, pozadavek a < 3 plyne z
limitntho chovéni 2 — +o00, nebot integrand se v nekoneénu chové jako S, coz dava konecny integrdl pouze pro

a < 3. Nejdrive najdeme singularity funkce %, je tedy potfeba vyfesit (v oboru komplexnich ¢isel) rovnici
¥ +1=0,

coz je totéz jako e%* = el t2km L c 7. ReSenim uvedené rovnice jsou zjevné

7T'—|—2k .
2 — —1 — 1
k=gt g

kde k € Z. Parametrizace kiivky na Obrazku 1 je kupiikladu

90}1,1% : z =1, te (—R,R),
Oh R z=R+1it, t € (0,h),
-y R z=t+ih, t€ (-R,R),
—gpﬁvR: z=—R+it, te (0,h).
(V8e je naznaceno na Obrazku 2.) Uvnitt kiivky lezi jedind singularita, a sice singularita v bodé zp = i7.
Integrujme nyni podél této krivky funkci o
f(2) =det peEa

Pro integrél pies kiivku go,l%R ziejmé plati

R eat R—+o00
(2) dz:/ dt " =71,

1 R63t+1

Ph,R

J

Byli bychom rédi, kdybychom tento integral dokdzali spocist explicitné. (Nelze o¢ekdvat, ze pfi navrzeném limitnim
prechodu vymizi.) Zvolime-li h = %71', pak bude

R at jai2Ti R at
ee s . e .
/ F(z) dz = —/ e g= —em%’f/ dt Ee gl
Yh.R

R eBtGQTri +1 R e3t +1
Integréaly pfes bo¢ni hrany obdélnika v limité vymizi, skutec¢né

i/h ea(R+it) & </h eaR dt</h eaR :/h e(a—3)R Rjooo
0 ) |63Reit+1‘ ~Jo e3R _ 1 o 1 —e 3R ’

integral pres kiivku @27 R je roven

R a(t+ih)
f(z)dz = —/ - dt.

g e3(Hh) 11

3
h,R

3
h,R

(2) dz

3(R+it
7 R e3(FH1) +1
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v piipadé integralu pres “levou” hranu obdélnika, tentokrat je vSak odhad snazsi

h a(—R+it) h —aR h
. € € _ R—+o00
—dt| < [ ————dt < C ol qp .
IA e3(—R+it) +1 - A ‘e—?)Relt + 1| = A e

nebot a € (0,3). (Uzivame také dusledku trojihelnikové nerovnosti Iai-l&-b\ < m) Obdobné postupujeme i

(2) dz

3
$h.R

(Piedposledni nerovnost od uréitého R plati pro libovolné C' > 1. Plyne to z pozorovan{ |e3Fel’ + 1 fgeo )

7 reziduové véty ovSem plyne, ze
e(lZ

=27 iresﬁ >
20 g2z 4]
p1+ep2t+pstepa

(Pro libovolné R je singularita v 2o = %i jedind singularita, kterd lez{ uvnitt integracni kiivky. Rovnost tudiz plati
bez ohledu na hodnotu R a zistane tedy zachovéana i pfi limitnim prechodu.) Spo¢téme residuum v bodé zp = %i,
kuptikladu podle nasledujici véty

Bud'te f(z), g(z) holomorfn{ funkce na okolf bodu zg a nechf m4 funkce g(z) v bodu 2o kofen nésobnosti

jedna, pak
f(z) _ f(z)
. =
“9(z)  9(2) .oy
Jest tedy
0% 47 e%i
res%i eSz +1 = 363Z g = 3
3
Celkem tedy
g eFl
I —e"37] =27 3
coz vede na o
e's —e's 0
I=——
2i 3’
z ¢ehoz plyne, ze
o7
~ 3sin =
g
¥3
P4 2
[ ] % ©2 h = 37
1
R v R

Obréazek 2: Integraéni kiivka pro vypocet f;;ioo e;f::l dz.
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[10] 3. Distribuce T, 1 € D' (R) je definovdna predpisem

<Tp,V. I%,<p> —def p.V./ % do =g lim </I_E o(x) dz + /:OO o(x) de 2<P(O)> . (1)

2
zeR =00 < =€

Zavedme nyni distribuci S, , 1 € D' (R), kterd je definovana jako

<Sp,v_ 1%,s0> =def /+:° plze) = 2;’;(0) + (@) dz. 2)

o=
(Povsimnéte si mez{ v integrélu.)

a) Ukazte, ze definici (2) je skuteéné zavedena distribuce (korektnost definice, linearita, spojitost).

b) Daéle ukazte, Ze definice (2) definuje stejnou distribuci jako definice (1), aneb ukazte, ze plati
Spv. 2, =T 3, (3)

kde rovnost chdpeme jako rovnost dvou distribuci v D’ (R).

¢) Ukazte, ze posloupnost funkei f,,: R — R definovana jako

konverguje ve smyslu distribuci k distribuci T}, ; 1 mneboli S}, 1, aneb ukazte, ze plati

1, 28T (5)

kde T%, jsou regularni distribuce pfifazené standardni zpusobem k funkcim f,,. ProtozZe jste v pfedchozim bodé
ukézali, ze plati S, 1 =T, 1, muzete samoziejmé dokazovat, Ze

LN (6)

@

Ty,

Vyberte si reprezentaci, ve které je dikaz pohodInéjsi/snazsi.

d) Urcete tad distribuce 7, , 1 neboli S, 1 .
V. =5 pP.vV. =5

x x

ResSeni:

Korektnost definice je jasnd, funkci ¢ € D (R) je definici (2) skute¢né pfifazeno redlné ¢islo. Vskutku

<Sp.v- 52’90> = /+°° p(=2) = 20(0) + ¢le) dx

0 x?

r=

kde jsme vyuzili Taylorova rozvoje s Lagrangeovym tvarem zbytku, tedy tvrzeni

2
Va € (—e,), 3 € (—,¢): pl@) = 9l0) + S2(p) _0x+; ia

= ©

x,
§e(—ee)

p

kde & vystupujici v druhé derivaci je néjaky bod v intervalu (—¢, €). Z ptechoziho rozpisu je zjevné, ze pro libovolnou
testovaci funkei ¢ je integral v (2) dobie definovan. (Singularita 5 je potlacena piftomnosti vyrazu ¢(—z)—2¢(0)+
p(z) v citateli, ktery pro mald = predstavuje aproximaci druhé derivace v nule—to je ostatné celd myslenka za
regularizaci integralu.)
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Prifazeni (2) je zjevné linedrni nebot

<5p.v‘ 1+ By

)= [ (ot 20 et

2

Yoe) “20)+ 0]

=0 x?

=a <Sp.v. %2,99> + 8 <Sp.v4 %27¢>
plati pro kazdou dvojici ¢, € D (R) a libovolnd realnd ¢isla «, 5 € R.

Abychom ukézali spojitost, je nutné ukazat, ze pro kazdou posloupnost funkci {gok}z:ml C D (R) konvergujici k nule
v — 0 ve smyslu D (R) plati

<Sp.v. c%zvgok> — 07

coZ po rozepsani znamena, ze chceme ukazat

+oo _ —9
lim (S, 2,0%) = lim pr(=7) = 20(0) T oul®) g _ 8)
k—+o00 22 k—+o00 J.—0 €T

Protoze je ¢ — 0 ve smyslu konvergence v D (R), tak vime, Ze existuje kompaktni mnozina K C R, takovd, ze

pro kazdou funkei ¢y plati supp o C K a déle, ze také plati ¢ = 0 na mnoziné K. (Stejnomérnd konvergence.)

d

Rovnéz pro libovolnou derivaci | € N plati dlflk = 0 na mnoziné K. Dukaz pozadovaného tvrzeni (8) je jednoduchy,

stacl pouzit rozpis (7). Jest

T

+oo )
lim <Sp_v.%27@k> — lim or(—7) — 20%(0) + i () q

k—+oco k—+oco =0 .1'2

1 d? 1 d? T or(—2) — 20(0) + ¢r(z
= lim 3 dﬂk(g) 3 d‘pz’“(o €+/ Pr(—7) 501;( ) + @k )dz
k——+oco X £e(—¢ E) i CE(—E,E) . €T
1 d2<pk 1 d2(pk too q
= Qm o 5 — i —z) — 20,0 d
kooe <2 L I e 6Jr/m 22 W0, (=2 = 264(0) + 1 (a)) do,

kde jsme vyuzili stejnomérné konvergence ¢y, a skute¢nost, ze nosice funkci ¢, patii do néjaké kompaktni mnoziny K.
Druhé derivace funkei ¢y, a funkéni hodnoty ¢y, ovSem stejnomérné konverguji k nule, a proto z prednoziho dostaneme

T op(—x) — 205(0) + i ()

dz =0

lim
k— 400

=0
a tvrzeni o spojitosti je dokazano.

Abychom ukézali, ze plati S, . 4= T, 4 musime ukdzat, ze pro kazdou funkci ¢ € D (R) plati

<Sp.v. 52,80> = <Tp.v. 3 30> ) (9)

coZ po rozepsani znamend, ze musime ukazat, ze pro kazdou funkci ¢ € D (R) plati
+o00 —€ +oo
—2) = 20(0 2¢(0
/ p(—2) 902( )o@ (/ w(;«”) dm+/ w(;ﬁ) g 29! )).
=0 T e—0+ z=—o0 <L r=€ € €

Zatneme upravovat pravou stranu, pricemz si opét hliddme singularitu v nule. Nejprve provedeme jednoduchou
substituci v prvnim integralu, a pak oba integraly slou¢ime

—e “+oo e
e—0+ \ J, x2 v x2 € dy = —dz

. -
€ _ 400 +o0 B
= lim (_ [ Ay [T, 2@<O>) = i ( J= 2so<o>)_
e—0+ y=too Y = L € e—0+ = x €

Nyni si pfidadme a odecteme ¢len, ktery chceme vidét v integrandu,

lim ( / o)+ 2@(0)> — lim ( /*°° p(=2) = 20(0) + (@) 4 /+°° 20(0) | _ 2(,0(0)) .

e0+ 72 e0+ 2 2

=& = =&
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V prvnim integrdlu miizeme bez obav piejit k limité nebot singularita 3%2 je zahlazena pritomnost{ vyrazu p(—xz) —
20(0) + p(x) viz vyse; druhy integrdl spocteme explicitné a vysledkem je

lim (/;‘X’ p(—2) = 20(0) + plx) ;. /:OO 20(0) , 2<p€(0)>

e—0+ 22 2

=€ =13

_ /+°° p(=2) = 20(0) + ola) 4 (_ {w(m]*‘” _ 290(0))

-0 22 e—0+

= B UEC

-0 2 e—0+

<2<P(0) 290(0)) _/*"" (=) = 20(0) + ()

coz jsme ovSem chtéli dokézat.

Zkoumejme nyni konvergenci dané posloupnosti funkci. Konvergence ve smyslu distribuci

D'(R)
——

Ty, Ty 2

p-V. =5

x

dle definice znamend, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D (R) plati

(Tfn,@>pf(R),D(R) - <TP~V~ ﬁ’¢>D’(R)7D(R) 7

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti redlnych ¢isel. Vyuzijeme standardniho ztotoznéni
distribuci a lokalné integrovatelnych funkei a piepiSeme si explicitné piedpis pro (T, , ) p, (R),D(R)’ jest

+00 - 1 * oo 1
TP = [ S@e@ds = [ Se@de- [T wte@de+ [ Se@dn 10

Cilem je nyni upravit vyraz na pravé strané tak, abychom pfi limitnim pfechodu n — 4oco ziskali

—& +oo 20(0
<Tpvi,s0> = lim (/ (p(f) dm+/ L'0(°;E)dac— il )>
U 22 D’(R),D(R) e—0+ z x T X 3

=—00 =€

. -5 1 o +oo
nll)r_{loo /w:_oo ?@(:ﬂ) dx — /x:—i n“p(z)dr + /x:i ﬁga(x) dx

— 1 £ 1 “+o0 1
= CLH& (/ﬁ__oo P(p(x) dx — /I:_s gcp(x) dx + /$:€ ﬁcp(x) dx) ,

pricemz rovnost je ospravedlnéna kuptikladu pouzitim Heieneho véty o souvislosti limit posloupnosti a limity funkei.
Prvni a posledni ¢len chceme vidét, zbyva upravit prostiedni ¢len. Zopakujeme postup, ktery jsme uz v dosavadnim
rozjimani pouzili nékolikrat

-1 ©op(=r) + (@)

/z:% E—ch(a:) dxz/zzo = dz
_ [T ) =200 + () 7 2000) [T e(=2) — 20(0) + p(@)
-/ ]

2¢(0)
=0 €2 g2 =0 g2 .

dr +

Integral na pravé strané je v limité e — 0+ nulovy, viz rozpis (7). (Pfipadné jsme mohli rovnou piimocatre pouzit
prvni vétu o stfedni hodnoté v integralnim poétu. Pozor ovSem na ¢asteéné dosazeni v limitnim pfechodu!) Celkem
tedy dostaneme

, . <1 ° 1 e
lim <Tfn790>D’(R),D(R) = lim (/ ?go(:v) dxf/ — () dx+/ Pgo(x) dx)

n—+o0o e—0+ — o — r=¢
. =1 e 2¢(0)
- ([ ewans [ Gewan50) = (Touse)y g

coz jsme chtéli ukazat.
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[10] 4. Pro z € R feste na prostoru reguldrnich distribuci rovnici
&r df
da? dz

kde 6 (z — y) zna¢i Diracovu distribuci v bodé y a a € RT je

+6f =ad(x —0),

parametr, a kde vyzadujeme lim, 1 f(z) = 0.

Reseni:

Rovnici pfepiseme jako systém rovnic prvniho fadu, je-li

Resen{ tlohy budeme hledat ve tvaru

kde H znaci Heavisideovu distribuci, kterd je definovéana j

funkei
1
B {

0

dy_
—— —Ay_
dx y

Y+

)(1—H)+<d

dx

(

7 této rovnice vidime, ze musi platit

z—0—

Resenim rovnic jsou funkce
dy+
dx

B dr
dz? dx
kde
o
Rovnici pro f_ snadno vyre$ime, vysledkem je
ff _ A,e?’w

r—+o0

_df
g - dIE’
pak puvodni rovnice piejde na
d [f 0 1| |f 0
el — 5
3] =% ] ]+ fa)
coz lze symbolicky zapsat jako
dy = Ay + b,
dz
kde
0 1 0
Y =def {ﬁ ) A =qer [—6 5] ) b= {a] .

yZY+H+y—(17H)a

ako regularni distribuce prifazend lokalné integrovatelné

x>0,
x <0,

a kde y+ jsou hladké funkce. Dosadime-li takto definovanou funkci do diferencialni rovnice % = Ay +9db, dostaneme
s pouzitim vztahu % a s pouzitim pravidel pro préci s distribucemi rovnici

dy_
0: —— =Ay_
xr < Az y-,
dy
0: =L =A
T > dz Y+
a také
— lim

y_+xli%l+y+_b:0'

_ eMCi,

kde C4 je konstatni vektor. Maticovou exponencidlu nemusime explicitné pocitat, staci si uvédomit, ze diferencidlni
. o1 dy. . . 1 . s
rovnici prvniho fédu <= = Ay_, lze zapsat jako diferencidlni rovnici druhého fadu

+6f =0,

+ 37821;7

kde A_ a B_ jsou konstanty, které musime urcit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

lim f=0,
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coz znamena, ze pozadujeme lim, , ., f— = 0. Tato podminka ovSem zjevné neklade zddné omezeni na hodnoty
konstant A_ a B_. ReSenim je tedy funkce

f— :A_e3w+B_62$,
COZ znamena, ze
A_63x+B_62I 3z 1 20 1
Y- =134 e% 4 2B e20| = A= (5| T BT g

Pfipomenme-si, ze druha slozka vektoru y_ je definovana jako 47= ) Obdobné postupujeme i pro funkci y,.
dx +

Diferencialni rovnici prvniho fadu %: = Ay, lze zapsat jako diferencialni rovnici druhého radu
fy L dfy
—-5—=—+6fL =0,
dax? dx I+
kde

.

y+ = [ng

Rovnici pro f; snadno vytesime, vysledkem je
fr =A™ + Bie®,
kde A, a By jsou konstanty, které musime urcit z okrajovych podminek. Chceme aby platilo

lim f=0,

z—+too
coz znamend, ze pozadujeme lim,_, ;o f4 = 0, odkud plyne, ze A, = B, = 0. Redenim je tedy funkce

f+:07

o[l

_ 3z 1 2x 1 _ 0
y*_A*e |:3:| —|—B,e |:2 ) Y+ = 0

Zbyvé urcit hodnotu konstant A_ a B_. K tomu pouzijeme skokovou podminku

COZ znamena, ze

Doposud jsme zjistili, ze plati

— lim y_ +zli%l+y+ +b=0,

z—0—

ktera vede na soutavu rovnic

1 1 0 0
3] =2 - ] - o)
pro A_ a B_. Resenim je
A_=-a
B+ = a,

a feSenim zadané rovnice je tudiz reguldrni distribuce pfifazena funkci

Fe —ae3® 4+ ae®®, <0
B 0, x> 0.

Ulohu lze také vyfesit s pouzitim Fourierovy transformace. Pouzijeme Fourierovu transfroamci definovanou vztahem

FI1(€) =der %/ f(x)e**¢ dx,
(2m)z JRra

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. S pouzitim standardnich pravidel pro praci s Fourierovou trans-
formaci zjistime, ze Fourierova transformace rovnice je

a

FIf1 (€ + 5 +6) = Nirs
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kde jsme také vyuzili znamého vztahu pro Fourierovu transformaci Diracovy distribuce. Plati tedy

a
Flf] = ,
] V2 (—€2 + 5i€ + 6)
odkud
)
27 (&2 + 5i€ +6)
Zbyva tedy spocist inverzni Fourierovu transformaci. Plat{ (—52 + 5i€ + 6) = — (& —2i) (¢ — 3i) a proto

e
Ve k-6l Ve E-2E-%)
Inverzni Fourierova transformace je dle definice
1 ] _ 1 /+°° e 7€
(€—20)(E—=3D)] v2r Je=—oo (£ —20) (§ — 3)

a pro vypocet integralu pouzijeme néastroje z komplexni analyzy. Budeme zkoumat integral z komplexni funkce

F { dg,

—ixz

9(2) =aet m,

podél kiivky = g, kterou je kruhovy oblouk o poloméru R v horni/doln{ komplexni poloroviné. Parametrizace obloku

v hornf poloroviné je z = Rel¥, p € (0,7), parametrizace isecky na realné ose je z = &, £ € (=R, R). Pro danou
parametrizaci tedy plati

R —ize ™ —izRe'?
& — ey _  _{Re¥do.
LRQ(Z) z /5__,{ (€ — 2i) (€ — 3i) gJr/go_o -2 @E-3) ¥

Jelikoz je ¢ € (0, ) vidime, Ze vyraz
e—ixRei“" _ e—incos goeszinap

zustava pro R — +oo omezeny pro x < 0. Pfes kruhovy oblouk v horni komplexni poloroviné lze tedy integrovat
pouze pro x < 0. Naopak, pro > 0 musime zvolit integraci ptres kruhovy oblouk v dolni komplexni poloroviné.
Zabyvejeme se nyni ptipadem z < 0. S pouzitim Jordanova lemmatu snadno ukazeme, ze

] [eS) e—i:c{
AL, . 9(z)dz = /fz_oo - &

Podle reziduové véty ovSem plati, ze

Rli&l@/y g(z)dz = 2mires; cinty, 9(2).

V horni poloroviné mé funkce g(z) dvé singularity, a sice v bodech z5, = 2i a z5, = 3i, pficemz obé singularity jsou
jednonasobnymi poly. Residua v bodech z;, = 2i a 25, = 3i jsou

efixz efizz . 2z
resg; g(2) = ress; (£—2i)(£—3i) 2z—5i| o

efi:rz efizw . 3T
ress; g(2) = res; (£—2i)(£—31) 2z—5i| _4 o

a proto pro x < 0 plati
e} efimg
—_d¢ =21 (=¥ 4 &37).
/§—oo (6 - 21) (5 - 31) ( )

Pro 2 > 0 integrujeme pies kruhovy oblouk 4 5 v dolnf komplexn{ poloroving, kde vsak funkce g(z) nem4 singularity.
Z reziduové véty a Jordanova lemmatu tedy pro x > 0 plyne

. 00 efixﬁ
o= ] o= [ e mem

Celkem tedy

. 1 1 o0 e iz€ Ve (—e?r 4 e3), <0,
d hSZD@w}_%MA}WK%M§3D%_{Q 2> 0,
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Pro hledanou funkci f proto dostaneme

fe— a ]___1{ 1 }:{a(ehe‘g“’), x <0,

V2r (€ —2i) (£ = 3) 0, x>0,

coz je kupodivu tentyz vysledek, jakého jsme dosahli s pouzitim prvné studovaného postupu.




