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1. Najděte polohu těžiště homogenní řetězovky 

𝑦 = 𝑎 cosh
𝑥

𝑎
 

od bodu (0, 𝑎) do bodu (𝑏, ℎ). 

𝑎 = 𝑎 cosh
0

𝑎
 

ℎ = 𝑎 cosh
𝑏

𝑎
 

 

Řešení: 

Pro výpočet těžiště tělesa bych následující vzorec 

�⃗� =
1

𝑀
∑𝑚𝑖𝑟𝑖⃗⃗ 

𝑖

 

V našem příkladě, ale nevystupuje těleso, ale řetězovka. A tato řetězovka má nespočetně mnoho 

bodů, takže sumu nahradím integrálem, hmotnost uvnitř tedy přejde na hustotu, která však nezávisí 

na souřadnicích, neboť řetězovka je dle zadání homogenní. 

�⃗� =
𝜌

𝑀
∫ 𝑟 𝑑𝑙
𝑙

 

Hmotnost homogenního tělesa lze vypočítat dle následujícího vzorce 

𝑀 = ∫ 𝜌
𝑉

𝑑𝑉 

V našem případě tento vzorec upravíme pro náš případ. Řetězovka je křivka, takže „přepíšeme“ 𝑑𝑉 

na 𝑑𝑙 a budeme mít správný vzorec pro náš příklad. Navíc smíme hustotu dát před integrál, protože 

hustota řetězovky je ze zadání všude stejná a nezávisí na souřadnicích. 

𝑀 = ∫ 𝜌
𝑙

𝑑𝑙 = 𝜌∫ 𝑑𝑙
𝑙

 

Jedná se o křivkový integrál prvního druhu. Zaveďme parametrizaci 𝜑(𝑥1, 𝑥2): 

𝑥1 = 𝑥 

𝑥2 = 𝑎 cosh
𝑥

𝑎
 

Vypočtěme velikost její derivace podle 𝑥. 

|𝜑′| = √12 + (sinh
𝑥

𝑎
)
2

= √(cosh
𝑥

𝑎
)
2

= |cosh
𝑥

𝑎
| = cosh

𝑥

𝑎
 

 

𝑀 = 𝜌∫ cosh
𝑥

𝑎
𝑑𝑥

𝑏

0

= 𝜌𝑎 [sinh
𝑥

𝑎
]
0

𝑏

= 𝜌𝑎 sinh
𝑏

𝑎
→
𝜌

𝑀
=

1

𝑎 sinh
𝑏
𝑎
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Nyní už můžeme přistoupit k samotnému výpočtu těžiště.  

∫ 𝑓𝑑𝑠
〈𝜑〉

= ∫ 𝑓(�⃗� (𝑡)) |𝜑′⃗⃗  ⃗(𝑡)|
2
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

→ 𝑋 =
𝜌

𝑀
∫ 𝑥 cosh

𝑥

𝑎
𝑑𝑥

𝑏

0

, 𝑌 =
𝜌

𝑀
∫ 𝑎 (cosh

𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

 

𝑋 =
1

𝑎 sinh
𝑏
𝑎

∫ 𝑥 cosh
𝑥

𝑎
𝑑𝑥

𝑏

0

= |
𝑢 = 𝑥 𝑣′ = cosh

𝑥

𝑎

𝑢′ = 1 𝑣 = 𝑎 sinh
𝑥

𝑎

| =
1

𝑎 sinh
𝑏
𝑎

([𝑥𝑎 sinh
𝑥

𝑎
]
0

𝑏

− 𝑎∫ sinh
𝑥

𝑎
𝑑𝑥

𝑏

0

)

=
1

sinh
𝑏
𝑎

(𝑏 sinh
𝑏

𝑎
− [𝑎 cosh

𝑥

𝑎
]
0

𝑏

) = 𝑏 −
𝑎 (cosh

𝑏
𝑎
− 1)

sinh
𝑏
𝑎

= 𝑏 −
ℎ − 𝑎

sinh
𝑏
𝑎

 

𝑌 =
1

𝑎 sinh
𝑏
𝑎

∫ 𝑎 (cosh
𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

= |
𝑢 = cosh

𝑥

𝑎
𝑣′ = cosh

𝑥

𝑎

𝑢′ =
1

𝑎
sinh

𝑥

𝑎
𝑣 = 𝑎 sinh

𝑥

𝑎

| = 

=
1

sinh
𝑏
𝑎

([𝑎 cosh
𝑥

𝑎
sinh

𝑥

𝑎
]
0

𝑏

−∫ (sinh
𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

) = 

=
1

sinh
𝑏
𝑎

([𝑎 cosh
𝑥

𝑎
sinh

𝑥

𝑎
]
0

𝑏

− (∫ (cosh
𝑥

𝑎
)
2

− 1𝑑𝑥
𝑏

0

)) = 

𝑌 =
1

sinh
𝑏
𝑎

∫ (cosh
𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

=
1

sinh
𝑏
𝑎

(𝑎 cosh
𝑏

𝑎
sinh

𝑏

𝑎
+ 𝑏 −∫ (cosh

𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

) 

2

sinh
𝑏
𝑎

∫ (cosh
𝑥

𝑎
)
2

𝑑𝑥
𝑏

0

=
1

sinh
𝑏
𝑎

(𝑎 cosh
𝑏

𝑎
sinh

𝑏

𝑎
+ 𝑏) 

𝑌 =
1

2 sinh
𝑏
𝑎

(𝑎 cosh
𝑏

𝑎
sinh

𝑏

𝑎
+ 𝑏) =

ℎ

2
+

𝑏

2 sinh
𝑏
𝑎

 

�⃗� = (𝑏 −
ℎ − 𝑎

sinh
𝑏
𝑎

,
ℎ

2
+

𝑏

2 sinh
𝑏
𝑎

) 
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2. Vypočítejte 

∫(2𝑎 − 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝐶

 

Kde 𝐶 je úsek cykloidy 𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. 

Řešení: 

Zde budu pracovat s křivkovým integrálem druhého druhu. 

∫ 𝑓 ∙ 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗ 
〈𝜑〉

= ∫ 𝑓(�⃗� (𝑡)) ∙ 𝜑′⃗⃗  ⃗(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

→ ∫ (2𝑎 − 𝑦, 𝑥) ∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦)
2𝜋

0

 

𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡), 𝑑𝑥 = 𝑎(1 − cos 𝑡)𝑑𝑡 

𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡), 𝑑𝑦 = 𝑎 sin 𝑡 𝑑𝑡 

∫ (2𝑎 − 𝑦, 𝑥) ∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦)
2𝜋

0

= ∫ (2𝑎 − 𝑎(1 − cos 𝑡), 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)) ∙ (𝑎(1 − cos 𝑡), 𝑎 sin 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

= 

= ∫ (𝑎 + cos 𝑡 , 𝑎𝑡 − 𝑎 sin 𝑡) ∙ (𝑎 − 𝑎 cos 𝑡 , 𝑎 sin 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

= 

= ∫ 𝑎2(1 − (cos 𝑡)2 + 𝑡 sin 𝑡 − (sin 𝑡)2)𝑑𝑡
2𝜋

0

= 𝑎2∫ 𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= | 𝑢 = 𝑡 𝑣′ = sin 𝑡
𝑢′ = 1 𝑣 = −cos 𝑡

| = 

𝑎2 ([−𝑡 cos 𝑡]0
2𝜋 +∫ cos 𝑡 𝑑𝑡

2𝜋

0

) = 𝑎2([−𝑡 cos 𝑡]0
2𝜋 + [sin 𝑡]0

2𝜋) = 𝑎2(−2𝜋 + 0) = −2𝑎2𝜋 
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3. Vypočítejte 

𝐼 = ∫(exp(𝑥) sin 𝑦 − 𝑚𝑦)𝑑𝑦

𝐶

+ (exp(𝑥) cos 𝑦 − 𝑚)𝑑𝑦 

Kde C je horní půlkružnice 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥𝑎, probíhající od (𝑎, 0) do (0,0). Návod: Doplňte C do 

vhodné uzavřené křivky. 

Řešení: 

Použijeme Greenovu větu. Horní půlkružnice nezní jako něco, co by měla být uzavřená křivka, 

takže bude třeba ji doplnit „průměrem kružnice“, nyní tedy máme uzavřenou křivku a smíme 

použít Greenovu větu. Integrál opět rozepíšu ve smyslu druhého křivkového integrálu a poté 

aplikuju Greenovu větu. 

∫(exp(𝑥) sin 𝑦 − 𝑚𝑦)𝑑𝑦

𝐶

+ (exp(𝑥) cos 𝑦 −𝑚)𝑑𝑦 = |
𝑓1 = (exp(𝑥) sin𝑦 −𝑚𝑦)

𝑓2 = (exp(𝑥) cos 𝑦 − 𝑚)
|

= ∫(𝑓1 , 𝑓2)

𝐶

∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = ∫(𝑓1 , 𝑓2)

𝑘

∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) + ∫(𝑓1, 𝑓2)

𝑑

∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) 

𝜕𝑓2
𝜕𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
(exp(𝑥) cos 𝑦 −𝑚) = exp(𝑥) cos 𝑦 

𝜕𝑓1
𝜕𝑦

=
𝜕

𝜕𝑦
(exp(𝑥) sin 𝑦 −𝑚𝑦) = exp(𝑥) cos 𝑦 −𝑚 

𝜕𝑓2
𝜕𝑥
−
𝜕𝑓1
𝜕𝑦

= exp(𝑥) cos 𝑦 − exp(𝑥) cos 𝑦 +𝑚 = 𝑚 

Abych mohl využít Greenovu větu v celé kráse, zavedu cylindrické souřadnice, tak, aby střed 

půlkružnice byl v počátku. 

𝑥 =
𝑎

2
+ 𝑟 cos 𝜑 , 𝑦 = 𝑟 sin𝜑 

∫(𝑓1, 𝑓2)

𝑘

∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = ∫

(

 
 
∫𝑚𝑟 𝑑𝑟

𝑎
2

0

)

 
 

𝜋

0

𝑑𝜑 = 𝑚∫[
𝑟2

2
]
0

𝑎
2

𝜋

0

𝑑𝜑 =
𝑚𝑎2

8
∫ 𝑑𝜑
𝜋

0

=
𝑚𝑎2

8
𝜋 

Zbývá vypočítat křivkový integrál∫ (𝑓1, 𝑓2)𝑑
∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦), parametrizujme jej �⃗� = (𝑡, 0), 𝑡 ∈ [0, 𝑎] 

�⃗� ′ = (1,0)𝑑𝑡 

∫(𝑓1, 𝑓2)

𝑑

∙ (𝑑𝑥, 𝑑𝑦) = ∫((exp(𝑡) sin0 −𝑚0), (exp(𝑡) cos 0 − 𝑚))

𝑎

0

∙ (1,0)𝑑𝑡

= ∫((exp(𝑡) sin 0))𝑑𝑡 = ∫0𝑑𝑡 = 0

𝑎

0

𝑎

0

→ 𝐼 =
𝑚𝑎2

8
𝜋 


