Matematicka analyza II (NOFY152) - DU 9

Véta o implicitni funkci, ODR ve tvaru totalniho diferencialu

1. UkaZte, Ze rovnice

2 —xz+y=0,

na jistém okoli bodu (2°,3°) = (3, —2) jednozna¢né uréuje funkci z(z, y) a spoététe hodnotu

0%z
87y2(3a -2).

Reseni: Ozna¢me si
F(z,y,2) = 2> —xz +y.

: ‘3% 0 g 0 _ 0 _ _9xaui - 0,0 .0y _ ’ 0,0
Nejprve najdéme bod z°, ktery spolu s z° = 3 a y* = —2 fesi rovnici F(x Y, 2 ) = (0. Dosazenim za z", y
dostavame rovnici 5

(z9)"=32"-2=0,
kterd ma dvé feseni 20! = —1a 202 =2,

Dale plati

F
a—(x,y,z) = 322 -z,

0z
odkud vidime, ze %—f (xo, Y, zo’l) =0a %—f (:vo, Y0, 20’2) = 9 # 0. Podle véty o implicitni funkci tedy zadan4
rovnice na okoli bodu (2°,4°) = (3, —2) jednozna¢né urcuje funkci z(z, y), pro kterou plati z(3, —2) = 202 =
2. Funkce z je navic na daném okoli dostate¢né hladka, nebot F' € C'* (Rs).

Na dostate¢né malém okoli bodu (mo, yo) = (3, —2) nyni derivujme rovnost
2(x,y) —wz(z,y) +y =0,

podle y. Dostavame

0z 0z
2 R — R =
32%(z,y) a9y (z,y) e (z,y) +1=0, (1)

odkud po dosazeni za (z,y) bod (2°,3") = (3, —2) mame

0z 0z 0z 1
. 27 — J— R — — - — —
3-2 a9y (3,-2) 38y 3,-2)+1=0 = oy (3,-2) 5

Nyni zderivujeme rovnici (1) opét podle y a dostaneme

62(z,v) (g;u,y)) +(32(0,0) — 1) S 2 () = 0.

Po dosazeni za (z,y) bod (xo, yo) = (3, —2) pak s vyuzitim (2) kone¢né dostavame

1\’ 9 0%z 0%z 4
6-2(—9> +(3-2 —3)6—y2(37—2)—0 - @(3,—2)——%.

2. Ukazte, Ze rovnice

1€ +y1Inxs —e =0,
T1y1 + x2e¥? — (2+¢e) =0,

na jistém okoli bodu (29, 29) = (1,1) jednoznaéné uréuji funkce yi (21, 22) a y2(x1, 22) a spoctéte hodnoty
o Y2
— (1,1 —(1,1).
8%1 ( ’ ) a 8%1 ( ’ )



Reseni: Oznac¢me si

a dale o o
e |1 _ Y1
[ B

_ F1(X,y) _ $1€y2+y11nx2—e
Floy) = {Fz(XJ) T Ty + wee®2 — (24€)|°

Nejprve najdeme bod yy, ktery spole¢né s x fesi rovnici

F(X07 yO) = 07

a konec¢né

aneb chceme, aby platilo
x?eyg +ymad—e | [0
2yf + e’ — (2+¢)| 0]
e¥? — e

;
W e’ —(2+e)| {0_

w=[4] =]

Pfipomeneme si formalni vypocet dle véty o implicitnich funkcich. Je-li F(x, y(x)) = 0, pak
OF OF 0y _ 0

coz po dosazeni za x( vede na soustavu rovnic

coz dava

ox Coyox
odkud
dy  [OF] 'OF
&c__[ay] Ox’
pfi¢emz jsme pouzili znaceni
N B bl 4 B E i

V nasem konkrétnim pfipadé dostaneme

OF _ [e¥2 g—; OF _ llnzy xye¥
ox ’ dy | 1 wee¥?|’

Zajimaji nas hodnoty v bodé xg. (Ptipomenme si, ze y(xg) = yo.) Po dosazeni dostaneme

N

e
kde jsme zaroven ovéfili, ze det(%(xo)) = —e # 0, a tedy na okoli bodu (29, 29) = (1, 1) skute¢né zadané

yl ey2

rovnice jednozna¢né urcuji funkce y1 (21, 22) a y2(x1, x2), které jsou navic dostatetné hladké.

Pozadované derivace najdeme dosazenim do vztahu
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3. Najdéte implicitni vztah pro obecné feseni rovnice
223 oy + (xByQ —2)y =0.

Napovéda: Pievedte rovnici do rovnice ve tvaru totalniho diferencialu pomoci integra¢niho faktoru p = p(xy).

Reseni: Zadanou rovnici miizeme ptepsat do tvaru
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0,
kde
M(z,y) = 2y’ +y,
N(z,y) = 23y — x.
Nejedna se pfimo o rovnici ve tvaru totalniho diferencialu, nebot

ON oM

87(323/) - %(%y) =32%y® —1-30%% —1=-2#0.

Hledejme integraéni faktor u = p(zy), ktery zajisti platnost

0 0
5p Way)N(z,y)) = @(u(:ﬂ,y)M(m, y))- (3)
Rovnice (3) vede na tlohu
W o(zy) %(may) - %(m,y) —2 1

p(xy) — xM(z,y) —yN(z,y) a3y +ay—a3y3+ay  ay

kde jsme dosadili za M a N. Dostavame tedy linearni diferencialni rovnici 1. fadu

jejimz feSenim je na intervalech (—o0, 0) a (0, +00) funkce p(2) = rpkdece R\ {0}. Volme tedy nejjednodusi
integracni faktor p(zy) = ;%y (Multiplikativni konstanty nehraji roli.) V dal$im tedy fesime zadanou rovnici na

¢tyfech podoblastech R? (mimo soutadné osy).

Prenasobeni zadané rovnice nalezenym integra¢nim faktorem vede na rovnici ve tvaru totalniho diferencialu

1 1
(wa + m)dx + (ny — y)dy =0,

odkud dostavame pro jeji potencial U

1 1
Ulz,y) = /(myQ + x)dx = §x2y2 + In|z| + ©(y),

18U
ny*;i@(x,y):ﬁyﬂo’(y) = sa’(y):*g = ¢(y)=—Injy| - C,

kde C € R. Celkové ma tedy zadana rovnice feSeni dané implicitné pfedpisem

1
—z%y? +1n x‘ =C,
2 y

kde konstantu C' uréime z po¢ate¢ni podminky:.




