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Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 8 12 30

Źıskáno

1.[10] Uvažujte posloupnost distribućı {fn}+∞n=1 ⊂ D′ (R) definovanou jako

fn(x) =
1

n

n−1∑
m=0

δ
(
x− m

n

)
,

kde δ
(
x− m

n

)
znač́ı Diracovu distribuci v bodě m

n . Najděte limitu f = limn→+∞ fn této posloupnosti, aneb spočtěte

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
m=0

δ
(
x− m

n

)
,

přičemž limitou se mysĺı limita posloupnosti ve smyslu distribućı. Přesně specifikujte v jaké smyslu je konvergence
definována.

Řešeńı:

Chceme ukázat, že pro každou testovaćı funkci ϕ plat́ı

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) → 〈T, ϕ〉D′(R),D(R) ,

kde konvergence je nyńı standardńı kovergence posloupnosti reálných č́ısel 〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R). Diracova distribuce

δ
(
x− m

n

)
aneb Tδ(x−mn ) je definována jako〈

Tδ(x−mn ), ϕ
〉
D′(R),D(R)

=def ϕ
(m
n

)
Dualita 〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) je tedy

〈Tfn , ϕ〉D′(R),D(R) =

〈
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn ), ϕ

〉
D′(R),D(R)

=
1

n

n−1∑
m=0

ϕ
(m
n

)
.

Velmi nám prospěje pokud si nakresĺıme obrázek. Z obrázku je zřejmé, že výraz
∑n−1
m=0 ϕ

(
m
n

)
1
n je aproximaćı plochy

pod křivkou ϕ(x) na intervalu [0, 1]. Očekáváme tedy, že by mělo platit

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
m=0

ϕ
(m
n

)
=

∫ 1

x=0

ϕ(x) dx.

Toto tvrzeńı můžeme formálně dokázat takto. Předevš́ım plat́ı, že

n−1∑
m=0

ϕ
(m
n

) 1

n
=

n−1∑
m=0

ϕ(xm) (xm+1 − xm) ,

kde xm = m
n je děleńı intervalu [0, 1]. Výraz

∑n−1
m=0 ϕ

(
m
n

)
1
n je tedy totožný s Riemannovým součtem s normou děleńı 1

n

pro integrál
∫ 1

0
ϕ(x) dx. Integrál

∫ 1

0
ϕ(x) dx existuje nebot’ ϕ je testovaćı funkce (hladká funkce s kompaktńım nosičem)

a jakákoliv posloupnost Riemannových součt̊u s normou děleńı jdoućı k nule tedy muśı konvergovat k tomuto integrálu.

Zat́ım jsme tedy dokázali, že plat́ı

lim
n→+∞

〈
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn ), ϕ

〉
D′(R),D(R)

=

∫ 1

x=0

ϕ(x) dx,

pravou stranu ovšem můžeme přepsat jako∫ 1

x=0

ϕ(x) dx =

∫ +∞

x=−∞
ϕ(x)χ[0,1] dx =

〈
Tχ[0,1]

, ϕ
〉
D′(R),D(R)

,
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kde χ[0,1] je charakteristická funkce intervalu [0, 1] tedy

χ[0,1] =

{
1, x ∈ [0, 1],

0, x 6∈ [0, 1].

která je lokálně integrovatelnou funkćı, a Tχ[0,1]
znač́ı odpov́ıdaj́ıćı distribuci. Celkem proto pro každou testovaćı funkci

plat́ı

lim
n→+∞

〈
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn ), ϕ

〉
D′(R),D(R)

=
〈
Tχ[0,1]

, ϕ
〉
D′(R),D(R)

,

což znamená, že

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn ) = Tχ[0,1]
.

Ke stejnému výsledku můžeme samozřejmě dospět i jinak. V rychlosti načrtneme postup založený na Fourierově
transformaci. Použ́ıt́ım Fourierovy transformace zjist́ıme, že

F

[
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn )

]
=

1

n

n−1∑
m=0

ei
m
n ξ

√
2π
.

Přičemž jsme použili definici Fourierovy transformace

F [f ](ξ) =def
1

(2π)
d
2

∫
Rd
f(x)eix•ξ dx,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme, a známý vztah pro Fourierovu transformaci Diracovy distribuce,
F [δ(x− 0)](ξ) = 1√

2π
. Řadu snadno sečteme s použit́ım vzorce pro součet geometrické řady

1

n

n−1∑
m=0

ei
m
n ξ

√
2π

=
1√
2π

1

n

n−1∑
m=0

(
ei
ξ
n

)m
=

1√
2π

1

n

1− eiξ

1− ei
ξ
n

= − 1√
2π

i ξn

ei
ξ
n − 1

1− eiξ

iξ
.

Limitńım přechodem tedy dostaneme

lim
n→+∞

F

[
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn )

]
= − 1√

2π

1− eiξ

iξ
.

Spočteme-li si inverzńı Fourierovu transformaci výrazu na pravé straně, zjist́ıme, že předchoźı rovnost lze zapsat jako

lim
n→+∞

F

[
1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn )

]
= F

[
χ[0,1]

]
,

odkud plyne

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
m=0

Tδ(x−mn ) = Tχ[0,1]
.
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2.[8] S použit́ım Laplaceovy transformace najděte řešeńı g obyčejné diferenciálńı rovnice

d2g

dx2
− 5

dg

dx
+ 6g = 0

na intervalu (1,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

g|x=1 = 2,

dg

dx

∣∣∣∣
x=1

= 2.

(Pod́ıvejte se pozorně na jakém intervalu chceme naj́ıt řešeńı a v jakém bodě předepisujeme počátečńı podmı́nky.)

Řešeńı:

Nejprve si uvědomı́me, že namı́sto funkce g můžeme rovnici řešit pro funkci f , která je definovaná jako

f(x) =def g(x+ 1),

aneb
g(x) = f(x− 1).

Pro funkci f je nutné vyřešit rovnici
d2f

dx2
− 5

df

dx
+ 6f = 0

na intervalu (0,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

f |x=0 = 2,

df

dx

∣∣∣∣
x=0

= 2,

což je standardńı úloha řešitelná Laplaceovou transformaćı. S použit́ım známých vztah̊u pro Laplaceovu transformaci
L[f ] =def

∫ +∞
x=0

f(x)e−px dx derivace funkce

L
[

df

dx

]
= pL[f ]− f(0),

L
[

d2f

dx2

]
= p2L[f ]− pf(0)− df

dx
(0),

převedeme rovnici do tvaru
p2L[f ]− 2p− 2− 5pL[f ] + 10 + 6L[f ] = 0,

odkud

L[f ] =
2p− 8

p2 − 5p+ 6
.

Zbývá spoč́ıst inverzńı Laplaceovu transformaci. Výraz na pravé straně rozlož́ıme na parciálńı zlomky, jest p2−5p+6 =
(p− 3)(p− 2) a standardńı algebraické manipulace nás vedou k závěru, že

2p− 8

p2 − 5p+ 6
= − 2

p− 3
+

4

p− 2
.

Vı́me, že plat́ı

L[eax] =
1

p− a
,

což znamená, že
L[f ] = −2L[e3x] + 4L[e2x],

odkud
f(x) = −2e3x + 4e2x.

Řešeńı p̊uvodně zadané rovnice je tedy
g(x) = −2e3(x−1) + 4e2(x−1).
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3.[12] S pomoćı Fourierovy transformace spočtěte
e−|x| ? e−|x|,

kde hvězdička znač́ı operátor konvoluce, který je definován jako

[g ? h] (x) =def

∫
y∈R

g(x− y)h(y) dy.

Řešeńı:

Dle návodu využijeme Fourierovy transformace. Vı́me, že plat́ı

F [g]F [h] =
1√
2π
F [g ? h] ,

přičemž Fourierova transforamce je definována jako

F [f ](ξ) =def
1

(2π)
d
2

∫
Rd
f(x)eix•ξ dx,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. Nejdř́ıve spočteme Fourierovu transformaci e−|x|. Výsledkem je

F
[
e−|x|

]
(ξ) =

√
2

π

1

1 + ξ2
,

což ukážeme takto

F
[
e−|x|

]
(ξ) =

1√
2π

∫ +∞

x=−∞
e−|x|eixξ dx =

1√
2π

∫ +∞

x=0

e−xeixξ dx+
1√
2π

∫ 0

x=−∞
exeixξ dx

=
1√
2π

([
e(iξ−1)x

iξ − 1

]∞
x=0

+

[
e(iξ+1)x

iξ + 1

]0
x=−∞

)
=

1√
2π

(
− 1

iξ − 1
+

1

iξ + 1

)
=

√
2

π

1

1 + ξ2
.

Použijeme-li tedy vztah pro Fourierovu transformaci konvoluce, vid́ıme, že

F
[
e−|x| ? e−|x|

]
=

4√
2π

1

(1 + ξ2)
2 .

Nyńı se pokuśıme přepsat pravou stranu jako Fourierovy transformaci nějaké funkce. Hledáme tedy

F−1
[

1

(1 + ξ2)
2

]
=

1√
2π

∫ +∞

ξ=−∞

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ,

což je rutinńı úloha, kterou vyřeš́ıme metodami komplexńı analýzy. Nejprve si uvědomı́me, že funkce 1
(1+ξ2)2

je sudá

funkce, a jej́ı Fourierova transformace proto muśı být sudá funkce. To nám umožńı zjednodušit si výpočet t́ım, že ho
provedeme pouze pro x < 0 nebo pro x > 0. Zabývejme se př́ıpadem x < 0. Budeme zkoumat integrál z komplexńı
funkce

g(z) =def
e−ixz

(1 + z2)
2 ,

podél křivky γR, kterou je kruhový oblouk o poloměru R v horńı komplexńı polorovině, viz Obrázek TODO. Pa-
rametrizace obloku je z = Reiϕ, ϕ ∈ (0, π), parametrizace úsečky na reálné ose je z = ξ, ξ ∈ (−R,R). Pro danou
parametrizaci tedy plat́ı ∫

γR

g(z)dz =

∫ R

ξ=−R

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ +

∫ π

ϕ=0

e−ixReiϕ

(1 +R2e2iϕ)
2 iReiϕ dϕ.

Jelikož je ϕ ∈ (0, 2π) a x < 0 vid́ıme, že výraz

e−ixReiϕ = e−ixR cosϕexR sinϕ

z̊ustává pro R→ +∞ omezený, a proto s použit́ım Jordanova lemmatu snadno ukážeme, že∫ π

ϕ=0

e−ixReiϕ

(1 +R2e2iϕ)
2 iReiϕ dϕ

R→+∞→ 0
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a proto

lim
R→+∞

∫
γR

g(z)dz =

∫ ∞
ξ=−∞

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ.

Podle reziduové věty ovšem také plat́ı ∫
γR

g(z)dz = 2πi reszs∈intγR g(z).

Funkce g(z) má zjevně singularity v bodech zs = ±i a tyto singularity jsou dvojnásobnými póly. Je proto

lim
R→+∞

∫
γR

g(z)dz = 2πi reszs=i
e−ixz

(1 + z2)
2 ,

což v kombinaci s předchoźım vztahem pro křivkový integrál znamená, že∫ ∞
ξ=−∞

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ = 2πi reszs=i

e−ixz

(1 + z2)
2 .

Zbývá spoč́ıst reziduum v bodě zs = i, což provedeme podle standardńıho lemmatu o výpočtu rezidua v dvojnásobném
pólu,

reszs=i
e−ixz

(1 + z2)
2 =

d

dz

[
(z − i)2

e−ixz

(1 + z2)
2

]∣∣∣∣∣
z=i

=
d

dz

[
e−ixz

(z + i)
2

]∣∣∣∣∣
z=i

=
−ixe−ixz (z + i)

2 − 2e−ixz (z + i)

(z + i)
4

∣∣∣∣∣
z=i

= i
ex

4
(x− 1) .

Po dosazeńı do reziduové věty tedy dostaneme∫ ∞
ξ=−∞

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ =

π

2
ex (1− x)

a následně tedy pro x < 0 dostaneme

F−1
[

1

(1 + ξ2)
2

]
=

1√
2π

∫ +∞

ξ=−∞

e−ixξ

(1 + ξ2)
2 dξ =

√
π

2
√

2
ex (1− x) =

√
π

2
√

2
e−|x| (1 + |x|) ,

ze symetrie (Fourierova transformace sudé funkce je sudá funkce) ovšem plyne, že tento vztah plat́ı i pro x > 0, aneb

F−1
[

1

(1 + ξ2)
2

]
=

√
π

2
√

2
e−|x| (1 + |x|) .

Vrát́ıme-li se zpět k rovnici

F
[
e−|x| ? e−|x|

]
=

4√
2π

1

(1 + ξ2)
2 ,

vid́ıme, že ji můžeme přepsat jako

F
[
e−|x| ? e−|x|

]
= F

[
e−|x| (1 + |x|)

]
odkud plyne, že

e−|x| ? e−|x| = (1 + |x|) e−|x|.
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