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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 13. května 2021
Postupem analogickým tomu ze cvičeńı nalezněte tzv. fundamentálńı řešeńı pro operátor ∆2 + k4, tedy řešeńı rovnice

∆2u + k4u = δ , v R3 .

Tzv. biharmonický operátor je definován následovně ∆2u = ∆∆u, dále k ∈ R, k > 0 a δ znač́ı Diracovu distribuci.

Postup:

1. Na rovnici formálně aplikujte Fourierovu transformaci F a využijte zat́ım “z nebe” spadlou identitu F(δ) = 1 a vyjádřete
F(u) . Tyto úpravy chápejme zat́ım jako zcela formálńı s t́ım, že dobrý smysl jim dáme v bĺıž́ıćı se kapitole o distribućıch.

2. Proved’te inverzi F(u) v klasickém smyslu (diskutujte, v jakém z prostor̊u, pro které máme Fourierovu transformaci
definovanou, pracujete). Na výpočet se Vám může hodit vzoreček pro Fourierovu transformaci radiálńıch funkćı v R3,
který jsme si uvedli na cvičeńı, a který si pro jistotu připomeňme (označme ρ = ∣ξ∣, r = ∣x∣):

F(g(r))(ρ) =
2

ρ
lim
R→∞∫

R

0
g(r)r sin(2πrρ)dr .

3. Při výpočtu integrálu použijte reziduovou větu a všechny kroky (alespoň stručně) zd̊uvodněte.

Řešeńı:

Aplikaci F.T. źıskáme

((−4π∣ξ∣2)2 + k4
)F(u) = 1 ,

odkud tedy

F(u) =
1

16π4∣ξ∣4 + k4
∈ L1
(R3
) ,

je radiálně symetrická. Jelikož je nav́ıc reálná, vid́ıme, že (označme ρ = ∣ξ∣, r = ∣x∣)

u(r) = F−1
(F(u)) = F−1

(
1

16π4ρ4 + k4
) = F (

1

16π4ρ4 + k4
) = lim

R→∞
2

r
∫

R

0

ρ sin(2πrρ)

16π4ρ4 + k4
dρ .

Integrovaná funkce je sudá, provedeme tedy již tradičńı kaskádu úprav:

2

r
∫

R

0

ρ sin(2πrρ)

16π4ρ4 + k4
dρ =

1

r
∫

R

−R
ρ sin(2πrρ)

16π4ρ4 + k4
dρ =

1

r
Im(∫

R

−R
ρe2πirρ

16π4ρ4 + k4
dρ) .

Integrand si ještě trochu upravme substitućı s = 2πrρ, č́ımž dostaneme

u(r) = Im( lim
R̃→∞

r

4π2 ∫

R̃

−R̃
seis

s4 + r4k4
ds)
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=∶J

,

kde jsme si označili R̃ = 2πrR. Integrál vyřeš́ıme již rutinně přechodem ke komplexńı proměnné a integraćı po křivce
na obrázku s využit́ım reziduové věty a Jordanova lemmatu.
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Podrobněji: Zaved’me si komplexńı funkci

f(z) =
zeiz

z4 + (rk)4
,

jej́ıž póly jsou řešeńı
z4

= −(rk)4 = (rk)4eiπ+2iπn , n ∈ Z ,

tedy

zi = rk e
i(π4 +nπ2 ) n = 0,1,2,3 (jednonásobné) .

Jordanovo lemma pro kladný faktor v exponenciele nám veĺı integraci po horńım oblouku, tedy uvnitř integračńı křivky
lež́ı pouze póly z0 a z1. Předpoklady Jordanova lemmatu jsou splněné, neb plat́ı

maxΓ2 ∣
z

z4 + (rk)4
∣ ∼

1

R3

R→∞
Ð→ 0 .

Reziudová věta spolu s Jordanovým lemmatem nám tedy daj́ı

J = lim
R→∞∫ΓR

f(z)dz = 2πi (Resz0f(z) +Resz1f(z)) .

Zbývá dopoč́ıst obě rezidua:

Resz0f(z) =
zeiz

4z3
∣
z=z0=krei

π
4

=
e

ikr( 1+i√
2
)

4(kr)2 ei
π
2

°
=i

=
e
− kr√

2 e
ikr√

2

4i(kr)2
,

Resz1f(z) =
zeiz

4z3
∣
z=z1=krei

3π
4

=
e

ikr( −1+i√
2
)

4(kr)2 ei
3π
2

±
=−i

= −
e
− kr√

2 e
−ikr√

2

4i(kr)2
.

Celkem tedy dostáváme

u = ImJ =
r

4π2
Im
⎛

⎝
2πi

e
− kr√

2

2(kr)2
e

ikr√
2 − e

−ikr√
2

2i

⎞

⎠
=
e
− kr√

2

4πk2r
sin(

kr
√

2
) .


