NOFY162 Matematika pro fyziky 11 letni semestr 2020,/2021 Domaéci tkoly

Termin pro odevzdani: ¢tvrtek 13. kvétna 2021
Postupem analogickym tomu ze cviceni naleznéte tzv. fundamentalni feSeni pro operator A2 + k*, tedy fesenf rovnice

Au+kru=4, vR3.

Tzv. biharmonicky operdtor je definovan nasledovné A%u = AAw, dile k € R, k>0 a § znaéi Diracovu distribuci.

Postup:

1. Na rovnici formélné aplikujte Fourierovu transformaci F a vyuzijte zatim “z nebe” spadlou identitu F(d) = 1 a vyjddiete
F(u) . Tyto upravy chdpejme zatim jako zcela formdln{ s tim, ze dobry smysl jim ddme v blizic{ se kapitole o distribucich.

2. Proved'te inverzi F(u) v klasickém smyslu (diskutujte, v jakém z prostort, pro které méame Fourierovu transformaci
definovanou, pracujete). Na vypocet se Vam miize hodit vzoreéek pro Fourierovu transformaci radidlnich funkci v R3,
ktery jsme si uvedli na cviceni, a ktery si pro jistotu pfipomenme (oznaéme p = [€], r = |z]):

Fa) @) =2 Jim [ g(rrsinerp)i.

3. Pii vypocétu integralu pouzijte reziduovou vétu a vsechny kroky (alespon strucéné) zduvodnéte.
Reseni:
Aplikaci F.T. ziskdme
((~4mgP)? + KD F(u) =1,
odkud tedy

Flu) = eL'(R),

1
16m%¢f + kA

je radidlné symetrickd. Jelikoz je navic redlnd, vidime, ze (ozna¢me p = [¢], r = |z])

_ _ 1 1 2 (R psin(27rp)
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o) @) 16m4p% + k4 1670t + k1) " Rt Jo T6mipt+ kT
Integrovand funkce je sudd, provedeme tedy jiz tradi¢ni kaskadu dprav:

2 ["psin(rrp) ,, 1 Rmdp:hm(/f* perive dp).

rJo 16mipt+k* T r Jor 16mipt + k4 7 R 167%p* + k4

Integrand si jesté trochu upravme substituci s = 27rp, ¢imz dostaneme

. r R gels
u(r) = Im (1%1_{1:0 472 [R st + rtkt ds) ’

=

kde jsme si oznacili R = 27rR. Integrédl vyfesime jiz rutinné pfechodem ke komplexni proménné a integraci po kfivce
na obrazku s vyuzitim reziduové véty a Jordanova lemmatu.
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