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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 7 7 7 7 36

Źıskáno

1.[8] Bud’ dán funkcionál Φ na množině M =
{
y ∈ C2 ([1, 2]) | y(1) = 3

2 , y
′(1) = 3, y(2) = 14

3 + ln 2, y′(2) = 9
2

}
předpisem

Φ(y) =

∫ 2

1

(
x3 (y′′)

2 − 12xy
)

dx.

a) Spočtěte prvńı Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δΦ[y](h) neboli DΦ(y)[h], zálež́ı na
značeńı, kterému dáváte přednost.) Popǐste přesně v jakém prostoru funkćı lež́ı h.

b) Napǐste Euler–Lagrange rovnice pro funkcionál Φ.

c) Najděte extremálu funkcionálu Φ na množině M , extremálu označte yext.

d) Spočtěte druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. (Tedy δ2Φ[y](h, h) neboli D2Φ(y)[h, h],
zálež́ı na značeńı, kterému dáváte přednost.)

e) Vyč́ıslete druhou Gâteaux derivaci funkcionálu Φ v bodě yext ve směru h pro yext, které je řešeńım Euler–Lagrange
rovnic pro funkcionál Φ. Ukažte, že Gateaux derivace je v tomto bodě v libovolném směru h nezáporná.

Řešeńı:

Spočteme Gâteaux derivaci funkcionálu Φ(y) dle definice

DΦ(y)[h] =
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

.

Po dosazeńı

Φ(y + th) =

∫ 2

1

(
x3 (y′′ + th′′)

2 − 12x(y + th)
)

dx

derivujeme podle t a výsledkem je

d

dt
Φ(y + th) =

∫ 2

1

(
2x3 (y′′ + th′′)h′′ − 12xh

)
dx

po dosazeńı t = 0 dostaneme
d

dt
Φ(y + th)

∣∣∣∣
t=0

=

∫ 2

1

(
2x3y′′h′′ − 12xh

)
dx

a proto

DΦ(y)[h] =

∫ 2

1

(
2x3y′′h′′ − 12xh

)
dx

Po dvojnásobné integraci per partes dostaneme

DΦ(y)[h] =

∫ 2

1

[
d2

dx2

(
2x3y′′

)
− 12x

]
hdx

kde jsme využili skutečnost, že testovaćı “směr” h je zvolen z prostoru N , kde

N =
{
g ∈ C2 ([1, 2]) | g(1) = 0, g′(1) = 0, g(2) = 0, g′(2) = 0

}
Použijeme základńı lemma variačńıho počtu a vid́ıme, že Eulerovy–Lagrangeovy rovnice př́ıslušného funkcionálu
jsou

d2

dx2

(
2x3y′′

)
− 12x = 0.

Předt́ım, než se pust́ıme do řešeńı Eulerových–Lagrangeových rovnic, spočteme ještě druhou Gâteaux derivaci
funkcionálu Φ v bodě y ve směru h. Druhou derivaci funkcionálu Φ spočteme podle předpisu

D2Φ(y)[h, h] =
d

dt
DΦ(y + th)[h]

∣∣∣∣
t=0

=

(
d

dt

∫ 2

1

(
2x3(y′′ + th′′)h′′ − 12xh

)
dx

)∣∣∣∣
t=0

= 2

∫ 2

1

x3 (h′′)
2

dx ≥ 0.
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Druhá derivace tedy nezáv́ıśı na y, což se dalo očekávat, nebot’ funkcionál je “kvadratický” v y, a nav́ıc je zřejmé,
že druhá derivace je vždy nezáporná. Speciálně tedy bude nezáporná i v bodě yext. (Pokud se nám takovýto bod
podař́ı naj́ıt řešeńım Eulerových–Lagrangeových rovnic.)

Řešme nyńı Eulerovu–Lagrangeovu rovnici

d2

dx2

(
2x3 d2y

dx2

)
= 12x.

Integrace postupně vede na rovnice

d

dx

(
2x3 d2y

dx2

)
= 6x2 + C1,

2x3 d2y

dx2
= 2x3 + C1x+ C2,

posledńı rovnici vyděĺıme x3 (pracujeme na intervalu [1, 2] takže děleńı x3 je vpořádku) a daľśı integrace postupně
vede na rovnice

dy

dx
= x− C1

2

1

x
− C2

4

1

x2
+ C3,

y =
x2

2
− C1

2
lnx+

C2

4

1

x
+ C3x+ C4,

kde {Ci}4i=1 jsou integračńı konstanty. Integračńı konstanty urč́ıme z okrajových podmı́nek, má být

3

2
=

1

2
− C2

4
+ C3 + C4,

14

3
+ ln 2 = 2− C1

2
ln 2 +

C2

8
+ 2C3 + C4,

3 = 1− C1

2
− C2

4
+ C3,

9

2
= 2− C1

4
− C2

16
+ C3,

odkud

C1 = −2, C2 =
16

3
, C3 =

7

3
, C4 = −8

3
,

a proto

yext =
x2

2
+

7

3
x+

4

3

1

x
+ lnx− 8

3
.
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2.[7] Bud’ dána posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 předpisem

fn(x) =def

{
(−1)nn, x ∈

(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
,

0, x ∈ R \
(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
.

Spočtěte bodovou limitu této posloupnosti a označte ji f . Zjistěte, zda posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konverguje stej-
noměrně k funkci f

1. na intervalu I = (0,K), kde K ∈ R+ je libovolné pevné č́ıslo,

2. na intervalu J = (0,+∞).

Př́ımým výpočtem zjistěte, zda plat́ı

lim
n→+∞

∫ +∞

x=0

fn(x) dx =

∫ +∞

x=0

lim
n→+∞

fn(x) dx,

aneb zda plat́ı

lim
n→+∞

∫ +∞

x=0

fn(x) dx =

∫ +∞

x=0

f(x) dx.

Řešeńı:

Nejprve spočteme bodovou limitu. Pro pevně zvolené x ∈ R zjevně plat́ı

lim
n→+∞

fn(x) = 0.

(Jakmile je n > x, jedná se o posloupnost samých nul.)

Stejnoměrnou konvergenci vyšetř́ıme s použit́ım ekvivalentńı charakterizace. Plat́ı věta

Bud’ {fn}+∞n=1 posloupnost reálných funkćı jedné reálné proměnné. Posloupnost funkćı {fn}+∞n=1 konver-
guje pro n→ +∞ stejnoměrně k funkci f na intervalu M , aneb

fn
M

⇒ f,

právě když pro n→ +∞ plat́ı
σn → 0,

kde
σn =def sup

x∈M
|fn(x)− f(x)| .

Nejprve se budeme zabývat intervalem I. Označme si χ(n2− 1
n ,n

2+ 1
n ) charakteristickou funkci intervalu

(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
,

to jest

χ(n2− 1
n ,n

2+ 1
n ) =def

{
1, x ∈

(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
,

0, x ∈ R \
(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
.

Na intervalu I tedy zkoumáme chováńı posloupnosti

σn = sup
x∈(0,K)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈(0,K)

∣∣∣(−1)nχ(n2− 1
n ,n

2+ 1
n )

∣∣∣ =

{
|(−1)nn| , je-li

(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
⊂ (0,K),

0 je-li
(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
6⊂ (0,K).

Je-li K pevně dané kladné reálné č́ıslo, tak je posloupnost σn od jistého n posloupnost́ı samých nul. (Interval(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
, který se s rostoućım n posouvá po č́ıselné ose směrem k nekonečnu, “vyběhne” pro jisté n z in-

tervalu (0,K).) Je tedy zjevné, že σn
n→+∞−→ 0, a konvergence je tedy na intervalu I stejnoměrná.

Na intervalu J = (0,+∞) použijeme stejnou charakterizaci stejnoměrné konvergence, budeme tedy zkoumat po-
sloupnost

σn = sup
x∈(0,+∞)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈(0,+∞)

∣∣∣(−1)nχ(n2− 1
n ,n

2+ 1
n )

∣∣∣ =

{
|(−1)nn| , je-li

(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
⊂ (0,+∞),

0 je-li
(
n2 − 1

n , n
2 + 1

n

)
6⊂ (0,+∞).

Zjevně vždy nastává prvńı možnost a je tedy σn = n, a proto σn
n→+∞−→ +∞. Podle použité věty o ekvivalentńı

charakterizaci stejnoměrné konvergence tedy kovergence na intervalu (0,+∞) neńı stejnoměrná.
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Př́ımým výpočtem źıskáme ∫ +∞

x=0

f(x) dx = 0

a dále

lim
n→+∞

∫ +∞

x=0

fn(x) dx = lim
n→+∞

∫ n2+ 1
n

x=n2− 1
n

(−1)nndx = lim
n→+∞

2(−1)n,

odkud je vidět, že limita limn→+∞
∫ +∞
x=0

fn(x) dx neexistuje. Rovnost limn→+∞
∫ +∞
x=0

fn(x) dx =
∫ +∞
x=0

f(x) dx tedy
neplat́ı.
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3.[7] Uvažujte funkci definovanou pro b ∈ (0,+∞) integrálem

I(b) =def

∫ +∞

x=0

e−bx

1 + x2
dx.

Ukažte, že tato funkce je na svém definičńım oboru dvakrát diferencovatelná, a že je pro b ∈ (0,+∞) řešeńım diferenciálńı
rovnice

d2I

db2
+ I =

1

b
.

Řešeńı:

Nejprve provedeme formálńı výpočet. Jest

dI

db
=

d

db

∫ +∞

x=0

e−bx

1 + x2
dx

?
=

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
e−bx

1 + x2

)
dx = −

∫ +∞

x=0

xe−bx

1 + x2
dx, (1)

a dále
d2I

db2
= − d

db

∫ +∞

x=0

xe−bx

1 + x2
dx

?
= −

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
xe−bx

1 + x2

)
dx =

∫ +∞

x=0

x2e−bx

1 + x2
dx. (2)

Dosazeńım do levé strany rovnice tedy dostáváme

d2I

db2
+ I =

∫ +∞

x=0

x2e−bx

1 + x2
dx+

∫ +∞

x=0

e−bx

1 + x2
dx =

∫ +∞

x=0

e−bx dx =

[
−e−bx

a

]+∞

x=0

=
1

b
.

Je tedy zjevné, že funkce I(b) splňuje danou diferenciálńı rovnice. Zbývá ověřit, že lze provést záměnu derivace
a integrálu, aneb muśıme ověřit, že plat́ı formálńı rovnost (1) a (2). K tomu použijeme (dvakrát) větu o záměně
derivace a integrálu, která ř́ıká:

Bud’ f(x, b) : I × J → R, kde I ⊂ R a J ⊂ R. Necht’ plat́ı

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné b je diferencovatelná pro skoro všechna x ∈ I.

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky měřitelná pro všechna b ∈ J .

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g : I → R taková, že pro skoro všechna b ∈ J plat́ı
| ∂∂bf(x, b)| ≤ g(x).

• Existuje b0 ∈ J tak, že funkce f(x, b0) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky integrovatelná
na I.

Pak je pro každé b ∈ J funkce f(x, b), jakožto funkce x, lebesguovsky integrovatelná na I, funkce

F (b) =

∫
I

f(x, b)dx

je diferencovatelná na I a plat́ı
dF

db
=

∫
I

∂

∂b
f(x, b)dx.

Při rozboru rovnosti (1) tedy ztotožńıme I = (0,+∞) (interval, přes který se integruje) a J = (0,+∞) (interval ve
kterém se nacháźı parametr). Integrand je v tomto př́ıpadě

f(x, b) =def
e−bx

1 + x2

a parciálńı derivace podle parametru je
∂

∂b
f(x, b) =

−xe−bx

1 + x2
.

Prvńı předpoklad věty – diferencovatelnost f(x, b) v̊uči parametru – je zjevně splněn, druhý předpoklad věty –

měřitelnost – plyne ze spojitosti f(x, b). Funkce f(x, b)|b=0 je nav́ıc integrovatelná, integrál
∫ +∞
x=0

1
1+x2 dx dokonce

dokážeme explicitně vyč́ıslit. Zbývá navrhnout integrovatelnou majorantu pro derivaci, aneb hledáme integrovatel-
nou funkci g tak, aby platilo ∣∣∣∣ ∂∂bf(x, b)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−xe−bx

1 + x2

∣∣∣∣ =
x

1 + x2
e−bx ≤ g(x).
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Funkce x
1+x2 ∼ 1

x neńı integrovatelná “v nekonečnu”, nemůžeme tedy použ́ıt odhad

x

1 + x2
e−bx ≤ x

1 + x2
,

nebot’ by to byl odhad funkćı, která neńı integrovatelná. Alespoň “kousek exponenciály” zjevně pořebujeme. To
zař́ıd́ıme takto. Volme nyńı J = (δ,+∞), kde δ ∈ R+ je nějaké libovolné, ale pevné kladné reálné č́ıslo. (Parametr
b tedy voĺıme z menš́ıho intervalu b ∈ (δ,+∞) než v předchoźım př́ıpadě.) Pak ovšem můžeme psát

x

1 + x2
e−bx ≤ e−bx ≤ e−δx,

a jako integrovatelnou majorantu voĺıme g(x) =def e−δx. Použit́ım věty pak dostaneme:

∀b ∈ (δ,+∞) :
d

db

∫ +∞

x=0

e−bx

1 + x2
dx =

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
e−bx

1 + x2

)
dx.

Jelikož δ je libovolné pevné reálné č́ıslo, můžeme z předchoźıho usoudit, že dokonce plat́ı

∀b ∈ (0,+∞) :
d

db

∫ +∞

x=0

e−bx

1 + x2
dx =

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
e−bx

1 + x2

)
dx.

(Pamatujte, že derivace je lokálńı vlastnost.)

V př́ıpadě druhé záměny derivace a integrálu (2) postupujeme obdobně. Nyńı ovšem ve větě voĺıme

f(x, b) =def −
xe−bx

1 + x2

a následně proto
∂

∂b
f(x, b) =def

x2e−bx

1 + x2
.

Problémem je opět naj́ıt majorantu, potřeba př́ıtomnosti exponenciály při konstrukci integrovatelné majoranty je
nyńı ještě zřejměǰśı, nebot’ v nekonečnu máme

x2

1 + x2
∼ 1.

Omeźıme-li se opět na interval J = (δ,+∞), je konstrukce integrovatelné majoranty snadná

x2

1 + x2
e−bx ≤ e−bx ≤ e−δx,

a jako integrovatelnou majorantu tedy opět voĺıme g(x) =def e−δx. Zbývá ověřit posledńı podmı́nku, tedy integro-
vatelnost x

1+x2 e−bx pro alespoň jednu hodnotu b ∈ (δ,+∞). To je ovšem snadné, funkce je spojitá, nezáporná a

shora je omezená funkćı e−δx, což je integrovatelná funkce.

Zjistili jsme tedy, že plat́ı

∀b ∈ (δ,+∞) : − d

db

∫ +∞

x=0

xe−bx

1 + x2
dx = −

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
xe−bx

1 + x2

)
dx

Jelikož δ je libovolné pevné reálné č́ıslo, můžeme z předchoźıho usoudit, že dokonce plat́ı

∀b ∈ (0,+∞) : − d

db

∫ +∞

x=0

xe−bx

1 + x2
dx = −

∫ +∞

x=0

∂

∂b

(
xe−bx

1 + x2

)
dx

(Pamatujte, že derivace je lokálńı vlastnost.) Formálńı manipulace z úvodu je tedy v pořádku.
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4.[7] Spočtěte plošný obsah plochy S, která je popsána jako část válcové plochy x2 +y2 = xR lež́ıćı uvnitř koule x2 +y2 +z2 ≤
R2 a v prvńım oktantu (x > 0, y > 0, z > 0), viz Obrázek 1. (Č́ıslo R ∈ R+ je parametr.)

z

R

R
2

y

x

Obrázek 1: Plocha S.

Řešeńı:

Válcová plocha je dána rovnićı x2 + y2 = xR, což uprav́ıme na(
x− R

2

)2

+ y2 =

(
R

2

)2

,

jedná se tedy o válcovou plochu se středem v bodě x = R
2 o poloměru R

2 . Situace je znázorněna na Obrázku 1.

Naṕı̌seme parametrizaci plochy (válcové souřadnice se středem v bodě x = R
2 )

x =
R

2
+
R

2
cosϕ,

y =
R

2
sinϕ,

z = z,

kde ϕ ∈ [0, π] (vyžadujeme x > 0, y > 0). Parametr z ovšem neńı libovolný, muśı být splněna podmı́nka x2+y2+z2 ≤
R2 aneb

z2 ≤ R2 − (x2 + y2) = R2 −
(
R2

4
+
R2

2
cosϕ+

R2

4
cos2 ϕ+

R2

4
sin2 ϕ

)
=
R2

2
(1− cosϕ)

odkud

z ∈

[
0,

√
R2

2
(1− cosϕ)

]
=
[
0, R sin

ϕ

2

]
.

Hledaná parametrizace plochy tedy je

Φ(ϕ, z) =


x = R

2 + R
2 cosϕ,

y = R
2 sinϕ,

z = z,

kde z ∈
[
0, R sin ϕ

2

]
a ϕ ∈ [0, π].

Spočteme element plochy
dS =

√
gdϕdz,

kde

g = det

[
dΦ
dz •

dΦ
dz

dΦ
dz •

dΦ
dϕ

dΦ
dϕ •

dΦ
dz

dΦ
dϕ •

dΦ
dϕ

]
= det

[
1 0

0 R2

4

]
.

Je tedy dS = R2 dzdϕ, zbývá zintegrovat přes danou plochu∫
S

dS =

∫ π

ϕ=0

∫ R sin ϕ
2

z=0

R

2
dz dϕ =

R

2

∫ π

ϕ=0

R sin
ϕ

2
dϕ =

R2

2

[
−2 cos

ϕ

2

]π
ϕ=0

= R2.



NOFY161, ZS 2020–2021 Zkoušková ṕısemná práce 15. ledna 2020

Plošný obsah plochy S je tedy R2.

Je možné použ́ıt i válcové souřadnice se středem v počátku. Válcovou plochu tedy poṕı̌seme pomoćı

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z,

ze vztahu x2 + y2 = xR pak plyne, že
r2 = rR cosϕ,

aneb
r = R cosϕ.

Proměnná ϕ je nyńı z rozmeźı
[
0, π2

]
, rozmeźı hodnot pro proměnnou z dostaneme z podmı́nky x2 + y2 + z2 ≤ R2,

aneb
z2 = R2 − (x2 + y2) = R2 − r2 = R2(1− cos2 ϕ) = R2 sin2 ϕ.

Celkem tedy

Φ(ϕ, z) =


x = R cos2 ϕ,

y = R cosϕ sinϕ,

z = z,

kde ϕ ∈
[
0, π2

]
, z ∈ [0, R sinϕ].

Spočteme element plochy
dS =

√
gdϕdz,

kde

g = det

[
dΦ
dz •

dΦ
dz

dΦ
dz •

dΦ
dϕ

dΦ
dϕ •

dΦ
dz

dΦ
dϕ •

dΦ
dϕ

]
.

Tečné vektory jsou

dΦ

dz
=

0
0
1

 , dΦ

dϕ
=

 −2R cosϕ sinϕ
−R sin2 ϕ+R2 cos2 ϕ

0

 =

−R sin 2ϕ
−R cos 2ϕ

0

 ,
a proto

g = det

[
1 0
0 R2

]
.

Je tedy dS = R dzdϕ, zbývá zintegrovat přes danou plochu∫
S

dS =

∫ π
2

ϕ=0

∫ R sinϕ

z=0

Rdzdϕ = R

∫ π
2

ϕ=0

R sinϕdϕ = R2 [− cosϕ]
π
2
ϕ=0 = R2,

což se kupodivu shoduje s výsledkem źıkaným výpočtem s užit́ım p̊uvodńı parametrizace.
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5.[7] Uvažujte funkci f(x) = cosx na intervalu [0, π] ⊂ R.

a) Dodefinujte funkci f na R tak, abyste ji mohli rozvinout do sinové Fourierovy řady. Načrtněte graf rozš́ı̌rené
funkce f .

b) Najděte Fourierovu řadu takto rozš́ı̌rené funkce f .

c) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy řady. Určete zda Fourierova řada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L2, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnoměrné konvergence.

d) Napǐste Parsevalovu rovnost pro funkci f .

Řešeńı:

Funkci rozš́ı̌ŕıme tak, aby byla lichá, je tedy

f(x) =

{
cosx x ∈ (0, π),

− cosx x ∈ (−π, 0).

Spočteme Fourierovy koeficienty ak, bk, abychom mohli funkci f rozvinout do Fourierovy řady

f(x) ∼ a0

2
+

+∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Kosinové koeficienty jsou nulové, sinové koeficienty spočteme podle vzorce

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx.

Je tedy (využ́ıváme vzorce cosx sin y = 1
2 (sin(x+ y)− sin(x− y)), ve výpočtu samozřejmě předpokládáme, že

k 6= 1)

πbk

∫ π

−π
f(x) sin kx dx = −

∫ 0

−π
cosx sin kx dx+

∫ π

0

cosx sin kx dx

= 2

∫ π

0

cosx sin kx dx = 2

∫ π

0

1

2
(sin((k + 1)x)− sin((1− k)x)) dx

=

∫ π

0

sin((k + 1)x) dx+

∫ π

0

sin((k − 1)x) dx

=

[
−cos(k + 1)x

k + 1

]π
0

+

[
−cos(k − 1)x

k − 1

]π
0

=
(−1)k

k + 1
+

1

k + 1
+

(−1)k

k − 1
+

1

k − 1
=

{
0, k = 2l − 1, l ∈ N,

4k
k2−1 , k = 2l, l ∈ N.

Integrál pro k = 1 je nulový, což je vidět na prvńı pohled. Celkem tud́ıž

f(x) ∼ 8

π

+∞∑
l=1

l

4l2 − 1
sin 2lx.

Funkce f je po částech spojitě diferencovatelná a má na jednotlivých intervalech omezenou derivaci, a splňuje proto
předpoklady kritéria pro konvergenci Fourierových řad, které ř́ıká:

Bud’ f ∈ P(2π) a bud’ funkce f dále po částech spojitá a spojitě diferencovatelná na R, potom plat́ı

∀x ∈ R : lim
n→+∞

sn(x) =
1

2

(
lim
ξ→x+

f(ξ) + lim
ξ→x−

f(ξ)

)
Je-li nav́ıc I ⊂ (a, b) uzavřený interval a f ∈ C([a, b]), pak

sn
I

⇒ f.
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Je tedy

∀I ⊂ (0, π), I = I : sn
I

⇒ f

(aneb pro libovolný uzavřený podinterval intervalu (0, π) je konvergence Fourierovy řady stejnoměrná, tvrzeńı
samozřejmě plat́ı i pokud se zaj́ımáme o interval posunutý o kπ, k ∈ Z) a kromě toho

lim
n→+∞

sn(0) =
1

2

(
lim
ξ→0+

f(ξ) + lim
ξ→0−

f(ξ)

)
= 0.

Funkce je zřejmě v L2((−π, π)) a splňuje tedy předpoklady Carlesonovy věty o skoro všude konvergenci, která ř́ıká:

Bud’ f ∈ P(2π) a bud’ f ∈ Lp((a, a+ 2π)), p ∈ (1,+∞), pak plat́ı

sn
Lp→ f,

sn(x)→ f(x) skoro všude.

Což už ale stejně v́ıme z předchoźıho.

Parsevalova rovnost ř́ıká, že norma funkce f v prostoru L2(−π, π) je rovná normě posloupnosti Fourierových koefi-
cient̊u v prostoru `2 (předpokládá se rozklad v̊uči ortonormálńı bázi)

‖f‖2L2 = ‖ck‖2`2 ,

v našem př́ıpadě tedy (koeficient 1
π se zde objevuje proto, že báze sin kx, cos kx neńı ortonormálńı)

1

π
‖f‖2L2 = ‖bk‖2`2 ,

kde

1

π
‖f‖2L2 =

1

π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

1

π

∫ π

−π
| cosx|2dx =

1

π
π = 1,

‖bk‖2`2 =

+∞∑
l=1

(
8

π

l

4l2 − 1

)2

.

Obdrželi jsme tedy rovnost
+∞∑
l=1

(
8

π

l

4l2 − 1

)2

= 1.


