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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Piiklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 8 7 7 7 7 36
Ziskéno

1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y €C%([1,2)) |y(1) = %, ¥ (1) =3,y(2) = % +1In2, y/(2) = %} predpisem

O(y) = /12 (ms (y”)2 - 12:17y) dz.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h], zalezi na
znaceni, kterému dévate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler—Lagrange rovnice pro funkciondl ®.
¢) Najdéte extremdlu funkciondlu ® na mnoziné M, extremélu oznacte Yext-

d) Spoctéte druhou Gateaux derivaci funkcionalu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy 62®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, k],
zélez{ na znaceni, kterému dévate prednost.)

e) Vyéislete druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yext ve sméru h pro yext, které je feSsenim Euler—Lagrange
rovnic pro funkciondl ®. Ukazte, ze Gateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru h nezdporna.

Reseni:

Spocteme Gateaux derivaci funkcionalu ®(y) dle definice

DB(y)[H] = Sy + th)

t=0
Po dosazeni

2
O(y + th) = / <m3 (' +th")* = 122(y + th)) dz
1

derivujeme podle t a vysledkem je

2
%@(y +th) = / (22° (y"" + th") h" — 12zh) dx
1

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—®(y +th)

2
= 223y"h" — 12zh) dz
o) = [ )

a proto
2
D®(y)[h] = / (22%y"h" — 12zh) dz
1

Po dvojnasobné integraci per partes dostaneme

Do (y)[h]

2 d2 3
— (223y") — 12z | hd
/1 [de(xy) 4 v
kde jsme vyuzili skutecnost, ze testovaci “smér” h je zvolen z prostoru N, kde

N ={geC*([1,2]) |g(1) =0, ¢'(1) =0, g(2) =0, ¢'(2) = 0}

Pouzijeme zakladn{ lemma varia¢niho poctu a vidime, Zze Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pfislusného funkciondlu
jsou
2

e (22°y") — 12z = 0.

Predtim, nez se pustime do feseni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic, spocteme jesté druhou Gateaux derivaci
funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. Druhou derivaci funkcionalu ® spoc¢teme podle predpisu

2 fi — d 2 xS " IAYN/ T T
D*®(y)[h, h] = 5 D(y + th)[1] . (dt/1 (22%(y” + th" )W — 12 h)d)

2
= 2/ 23 (W)*dz > 0.
t=0 1
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Druh4 derivace tedy nezdvisi na y, coz se dalo otekdvat, nebot funkciondl je “kvadraticky” v y, a navic je ziejmé,
Ze druha derivace je vzdy nezdporné. Specidlné tedy bude nezdpornd i v bodé yexs. (Pokud se ndm takovyto bod
podaif najit fesenim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.)

d? 5 d%y

Resme nyni Eulerovu-Lagrangeovu rovnici

Integrace postupné vede na rovnice

d d?
o <2df) = 62"+ Cn,

2

d
£y —2$3+Cl.1‘+02,

23 =
xdxz

posledn{ rovnici vydélime 23 (pracujeme na intervalu [1,2] takze déleni 2® je vpoiddku) a dalsf integrace postupné
vede na rovnice

dy Cl 1 CQ 1
b A e N
dz 2 x 4 22 +Cs,
3’52 Cl CQ 1
= 7—71 ——
y 5 5 nﬂC—l—41,—|—C3$—|-C47

kde {C’i}?zl jsou integracni konstanty. Integracni konstanty ur¢ime z okrajovych podminek, ma byt

3 1 Oy
§_§_Z+C3+C47
14
—+ln2:2—gln2+@+2Cg+C4,
3 2 8
B Cy Oy
3—1—?—I+C3,
9 7 Oy
Z_o9_ X2 _ X=
2 1 16 O
odkud 16 . g
Ci=-2 Cy = — C3=— Cy=—=
1 5 2 3; 3 3a 4 37
a proto
2 7 41 8

ext — &~ 5 5 1 - 5-
Yot = 5 gt g tinr— g
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[7] 2. Bud ddna posloupnost funkci { fn}::z piredpisem

)

(=1)"n, xe(n2—%7n2+ )
n —I—%)

1
0, xeR\(nQ—%, 2

fn(x) —def {

Spoctéte bodovou limitu této posloupnosti a oznacte ji f. Zjistéte, zda posloupnost funkei { fn}j;z konverguje stej-
nomeérneé k funkci f
1. na intervalu I = (0, K), kde K € R* je libovolné pevné ¢islo,

2. na intervalu J = (0, 4+00).

Piimym vypoctem zjistéte, zda plati
+oo +o0o

lim fn(x)dxz/ lim f,(x)dz,

n—-+oo =0 -0 n—-+oo
aneb zda plati
+oo +oo
lim fn(z)de :/ f(z)dz.

=0

Reseni:
Nejprve spoc¢teme bodovou limitu. Pro pevné zvolené x € R zjevné plati

lim f,(xz)=0.

n—-+oo

(Jakmile je n > z, jednd se o posloupnost samych nul.)

Stejnomérnou konvergenci vysetiime s pouzitim ekvivalentni charakterizace. Plat{ véta

Bud {f, :er posloupnost redlnych funkef jedné redlné proménné. Posloupnost funkei { fn}jlg konver-
guje pro n — 400 stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fn = S,

praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,

kde

Op =def SUP |fn(x) - f(l’)| .
zeM

Nejprve se budeme zabyvat intervalem I. Oznacme si X( 241) charakteristickou funkci intervalu (n2 — %, n? + %)

n2—Ln
n

_ 1, z€(n®— 21 n?+
X(n2= o2 ) Tef 0, zeR\ (n?—1n

to jest

7

w)
2y ).

Na intervalu I tedy zkoumame chovani posloupnosti

‘ B [(=1)™n|, je-li (n2 — %,nz + %) c (0, K),
)1 o je-li (n? — L.n2 + 1) # (0, K).

n’

on= sup |fu(z)— f(z)|= sup ’(_1>TLX(,L2_;7
2€(0,K) z€(0,K) "

Je-li K pevné dané kladné redlné &islo, tak je posloupnost o, od jistého n posloupnosti samych nul. (Interval
(n2 — %, n? + %L), ktery se s rostoucim n posouva po ¢iselné ose smérem k nekoneénu, “vybéhne” pro jisté n z in-
tervalu (0, K).) Je tedy zjevné, ze oy, ey 0, a konvergence je tedy na intervalu I stejnomérnd.

Na intervalu J = (0,400) pouZijeme stejnou charakterizaci stejnomérné konvergence, budeme tedy zkoumat po-
sloupnost

on= s |fale) = f@) = sup ()" )

)= |, jeli (n2 - %,n2 + %) C (0, +00),
z€(0,+00) z€(0,+00) L n2 4 71L

0 jeli (n2 — L,

Zjevné vzdy nastavé prvni moznost a je tedy o, = n, a proto o, "2EC | 0. Podle pouzité véty o ekvivalentni
charakterizaci stejnomérné konvergence tedy kovergence na intervalu (0, +00) nent stejnomérnd.
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Piimym vypoctem ziskdame

“+oo
/ f(x)dz =0
=0
a dale
+oo n+21
li = 1 —1)" = lim 2(-1)"
wh [,y = B [ T = e 2

odkud je vidét, Ze limita lim, . o f:—:og fn(x) dz neexistuje. Rovnost lim, 4 o0 f;:og fo(z)dz = f;og f(z

neplati.

) dz tedy
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[7] 3. Uvazujte funkci definovanou pro b € (0, +00) integralem

+oo efb:c
1(b) = —— dz.
O =0 | s

Ukazte, ze tato funkce je na svém definiénim oboru dvakrat diferencovatelnd, a ze je pro b € (0, +00) fesenim diferencidln{

rovnice
d?I Lty
db? b
Reseni:
Nejprve provedeme formalni vypocet. Jest
a7 d +oo —bx . +oo o —bx +oo —bx
R e Y (e P 0
db db =0 1 + .'132 =0 6b 1 + 5[12 =0 1 + I2
a dile 2 + b + b o0 2,—b
d=1 d > pe O > b > —oT
7:f7/ ze dx;f/ 0 (ze ™ d:c:/ e da @)
db2 db =0 1 + 1‘2 =0 0b 1 + m2 =0 1 + x2

Dosazenim do levé strany rovnice tedy dostavame

dz2r1 too 24—bx too b +o0 e b too 1
72+I:/ %dxqt/ ﬁdx:/ ebxdx_[ ] = -
db =0 1 +x =0 1 +x =0 a 2=0 b
Je tedy zjevné, 7ze funkce I(b) spliiuje danou diferencidlni rovnice. Zbyva ovérit, ze lze provést zdménu derivace

a integrdlu, aneb musime ovéfit, ze plati formdlni rovnost (1) a (2). K tomu pouzijeme (dvakrat) vétu o zdmeéné
derivace a integralu, ktera tika:

Bud f(z,b): I x J -+ R, kde I CR a J C R. Nechf plati

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna x € I.

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky méritelnd pro vSechna b € J.

Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g : I — R takovd, ze pro skoro vSechna b € J plati
|5/ (2,0)] < g(x).

Existuje by € J tak, ze funkce f(z,by) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky integrovatelnd
na I.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(z,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I, funkce

F(b) = /f(:z:7 b)dx
I
je diferencovatelnd na I a plati

dF 0

Pii rozboru rovnosti (1) tedy ztotoznime I = (0, +00) (interval, pres ktery se integruje) a J = (0, 4+00) (interval ve
kterém se nachdzi parametr). Integrand je v tomto pifpadé

e—bx
f(x7b) —def 1 I 1'2
a parcialni derivace podle parametru je
0 —zeb®
—flz,b) = —.
ab 1+ 22

Prvni pfedpoklad véty — diferencovatelnost f(x,b) vuci parametru — je zjevné splnén, druhy predpoklad véty —

méfitelnost — plyne ze spojitosti f(z,b). Funkce f(z,b)|,_, je navic integrovatelna, integral f+oo 112 dx dokonce

z=0 14
dokazeme explicitné vycislit. Zbyva navrhnout integrovatelnou majorantu pro derivaci, aneb hleddme integrovatel-

nou funkci g tak, aby platilo

o bx

-

—xe
1+ 22

< g(x).

- 1+xze
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Funkce l_f7 ~ % neni integrovatelnd “v nekoneénu”, nemuzeme tedy pouzit odhad
T —be x
1+ 22 1422’

nebot by to byl odhad funkci, kterd neni integrovatelnd. Alespoii “kousek exponencidly” zjevné potfebujeme. To
zafidime takto. Volme nyni J = (8, +00), kde § € RT je néjaké libovolné, ale pevné kladné realné éislo. (Parametr
b tedy volime z mensiho intervalu b € (9, 400) nez v pfedchozim piipadé.) Pak ovSem muzeme psit

X

efbx < efbw < efﬁx
14 22 - -

a jako integrovatelnou majorantu volime g(z) =qot €~%%. Pouzitim véty pak dostaneme:
d +oo efba: +oo 8 efb:c
Vb € (9, = ——dz = — ( —— | da.
(6, F00) db/gﬂzo 1+2% /I:(, 8b<1+x2) v
Jelikoz § je libovolné pevné redlné ¢islo, muzeme z piedchoziho usoudit, ze dokonce plati
d “+oo efbm “+oo a efba:
Vb € (0, = ——dzr = —|——]d
(0, +00) db/wzo T+22 /FO 6b<1+x2> v

(Pamatujte, ze derivace je lokdlni vilastnost.)

V piipadé druhé zdmeény derivace a integralu (2) postupujeme obdobné. Nyni ovsem ve vété volime

xefba:
b =def —T—5
f(@,b) =qer 1+ 22
a nasledné proto
0 z2e b
_— b =def —= -
ap! (00) =aet T3

Problémem je opét najit majorantu, potieba piitomnosti exponencidly pii konstrukci integrovatelné majoranty je
nyn{ jesté zfejméjsi, nebot v nekoneénu mame
2
x
— ~ 1.
1422

Omezime-li se opét na interval J = (0, +00), je konstrukce integrovatelné majoranty snadnd

LUQ

1+ 22

e—b(L‘ S e—b.’E S e—é.’L‘

b

a jako integrovatelnou majorantu tedy opét volime g(z) =qor €~°%. Zbyva ovéfit posledni podminku, tedy integro-
vatelnost % pro alespon jednu hodnotu b € (8, 400). To je ovéem snadné, funkce je spojitd, nezdporna a
—dox

x
l—i-w2e

shora je omezena funkci e %%, coz je integrovatelna funkce.

Zjistili jsme tedy, ze plati

d +oo xe—b:v +oo o me—bm
Vb € (6,+OO) : _@ o 714_3:2 dx = —AZO % <1+x2) dz

Jelikoz § je libovolné pevné redlné ¢islo, muzeme z predchoziho usoudit, ze dokonce plati

d (1 gete T 9 (et

(Pamatujte, ze derivace je lokdln{ vlastnost.) Formalni manipulace z tvodu je tedy v porddku.
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4. Spoététe plosny obsah plochy S, kterd je popséna jako éast valcové plochy 22 4y? = xR lezici uvniti koule 22 +y2? + 2% <

R? av prvnim oktantu (z > 0, y > 0, z > 0), viz Obrézek 1. (Cislo R € RT je parametr.)

Obréazek 1: Plocha S.

ResSeni:

Vilcové plocha je ddna rovnici 22 + y? = 2R, coz upravime na

jedné se tedy o vélcovou plochu se stfedem v bodé x = % 0 poloméru g. Situace je znazornéna na Obrazku 1.

NapiSeme parametrizaci plochy (vélcové soufadnice se stfedem v bodé z = %)

T = —+ - cosp,

2 2
R .
y =5 sing,
z =z,

kde ¢ € [0, 7] (vyzadujeme x > 0,y > 0). Parametr z oviem nenf libovolny, musf byt splnéna podminka 2 +y?+22 <

R? aneb
R? R? R? R?

R?
2o p2_ (2 .2y _p2_ (8D BT LA h7 Lo _ 1 — cos
<R —(z"4+y*)=R (4—!—2005904—4005 g0—|—4bln <p) 2( cos )
odkud

R2
z € 0,4/ —=— (1 —cosp)| = {O,Rsinf} .
2 2
Hledana parametrizace plochy tedy je

_ R R
T =35+ 5 cosyp,

D(p,2) = qy = §sing,
z =z,
kde z € [0, Rsin £] a ¢ € [0, 7].
Spocteme element plochy
dS = /gdedz,

kde
de o do  dP g dP 1 0
s=det | 2l i de| —det|) gl
Qo ®* @ dp ®dy 0

Je tedy dS = R?dzdy, zbyva zintegrovat pres danou plochu

I Rsin £ T 2 P
/dS:/ / PR d<p:§/ Resin Pdp = I [-2c0s 2] =2
S ©=0J2z=0 2 2 ©=0 2 2 2 =0
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Plosny obsah plochy S je tedy R2.

Je mozné pouzit i vélcové soutadnice se stfedem v pocatku. Valcovou plochu tedy popiseme pomoci

T =TCOosp,
y =rsingp,
z =z,

ze vztahu 22 + y? = =R pak plyne, Ze

r?> = rRcos g,

aneb
r = Rcos p.
aneb
22 =R? — (22 +y?) = R* — 12 = R*(1 — cos® ) = R?sin® .
Celkem tedy
x = Rcos? p,

D(p,z) = ¢y = Rcos psinp,
z =z,
kde ¢ € [0,Z], z € [0, Rsin ).
Spocteme element plochy
dS = /gdedz,
kde
4o g d db g de
g = det gé.gé gg.d].
de dz de de
Tecné vektory jsou
0 —2R cos psin ¢ —Rsin2p
do do
— = |0}, — = | =Rsin? ¢+ R?cos’ ¢ | = | —Rcos2¢p]| ,
dz 1y dep 0 0

a proto
1 0
g = det [0 RQ} .

Je tedy dS = Rdzdy, zbyva zintegrovat pres danou plochu

5 Rsin g z -
/ ds = / / Rdzdp = R/ Rsin pdp = R? [~ cos Ple_o = R?,
S =0 J2z=0 =0

coz se kupodivu shoduje s vysledkem zikanym vypoctem s uzitim puvodni parametrizace.

Proménnd ¢ je nyni z rozmezi [O, 5]7 rozmezi hodnot pro proménnou z dostaneme z podminky z2 + y? + 22 < R?,




NOFY161, ZS 2020-2021 Zkouskova pisemna préce 15. ledna 2020

[7] 5. Uvazujte funkci f(z) = cosz na intervalu [0, 7] C R.

a) Dodefinujte funkci f na R tak, abyste ji mohli rozvinout do sinové Fourierovy fady. Nacrtnéte graf rozsifené
funkce f.
b) Najdéte Fourierovu fadu takto rozsirené funkce f.

c¢) Diskutujte konvergenci nalezené Fourierovy fady. Uréete zda Fourierova fada konverguje k funkci f ve smyslu
konvergence v L%, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu stejnomérné konvergence.

d) Napiste Parsevalovu rovnost pro funkei f.

ResSeni:

Funkci rozsitime tak, aby byla liché, je tedy

) = {cosx z € (0,m),

—cosz x € (—m,0).

Spocteme Fourierovy koeficienty ay, b, abychom mohli funkei f rozvinout do Fourierovy fady
ap <X
fz) ~ 30 + ];akCOSkI+kainkI.

Kosinové koeficienty jsou nulové, sinové koeficienty spoc¢teme podle vzorce

1 ™
b, = — f(z) sin kadz.
™ —Tr
Je tedy (vyuzivdme vzorce cosxsiny = %(sin(:z: +y) —sin(x — y)), ve vypoctu samoziejmé predpokldddme, Ze

k#1)

0

by f@)sinkxdr = — /

—T

cos x sin kx dx —I—/ cos x sin kx dx
0
s s 1
= 2/ coszsin kx dx = 2/ 5 (sin((k + 1)z) —sin((1 — k)x)) dx
0 0

= /7r sin((k + 1)z) dx + /W sin((k — 1)z) dz

0 0

_ { cos(k + 1):1 ", [ cos(k — 1)x] ™

kE+1 |, k-1 |,

(—1)* 1 (—1)k 1 0, k=2l—-1,1€N,
= + + + =9

E+1  k+1 k-1 k-1 oE k=2lleN.

Integral pro k =1 je nulovy, coz je vidét na prvni pohled. Celkem tudiz
“+o0
8 l .
f(x) ~ ; I_E 1 m sin 2{x.

Funkce f je po ¢astech spojité diferencovatelna a ma na jednotlivych intervalech omezenou derivaci, a spliiuje proto
predpoklady kritéria pro konvergenci Fourierovych fad, které tika:

Bud f € P(27) a bud funkce f ddle po &dstech spojitd a spojité diferencovatelnd na R, potom plati

n—-+oo 2

VreR: lim s,(z)= 1 <§1im+ f(&) —|—§1%im7 f(f))

Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a,b]), pak

sn = f.
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Je tedy
_ I
VIC(O,m), I=1: s, =3 f

(aneb pro libovolny uzavieny podinterval intervalu (0,7) je konvergence Fourierovy fady stejnomérnd, tvrzen{

samoziejmeé plati i pokud se zajimdme o interval posunuty o k7, k € Z) a kromé toho

(0)= ! ( lim f(¢) + lim f(é)) =0.

2 \ =0+ £—0—
Funkce je ziejmé v L?((—m, 7)) a splituje tedy predpoklady Carlesonovy véty o skoro véude konvergenci, kters tika:

Bud f € P(2r) abud f € LP((a,a + 27)), p € (1,+00), pak plati

LP
sn = f,
sn(x) = f(zx) skoro vsude.

Coz uz ale stejné vime z predchoziho.
Parsevalova rovnost k4, ze norma funkce f v prostoru L?(—m, ) je rovna normé posloupnosti Fourierovych koefi-

cienti v prostoru £2 (predpoklddd se rozklad viiéi ortonormalni bézi)

2 2
11122 = liekllz,
v nasem piipadé tedy (koeficient % se zde objevuje proto, ze bdze sin kz, cos kx neni ortonormdlni)

1
—[1f 172 = l1Bwllze

kde

—T —T

+oo ] I 2
ile =Y (=) -

1=
2
42 -1

1 1 T 1 T 1
s =2 [ p@rar=1 [ Jeosaftr = tn =1,

Obdrzeli jsme tedy rovnost

+
8

Il
—




