Matematicka analyza II (NOFY152) - DU 1

Ciselné fady s nezapornymi cleny

Pouzitim kritérii pro konvergenci fad s nezdpornymi ¢leny rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci nasledujicich rad.
Pokud fada obsahuje parametry, provedte vzhledem k nim diskuzi.
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Pouzitim srovnavaciho kritéria potom dostaneme konvergenci zadané fady, nebot fada :iono n% konverguje.
(Konvergence fady nezavisi na chovani kone¢ného poctu ¢lenti — nemusime se tedy zabyvat prvnimi ng — 1
¢leny.) Protoze plati nasledujici fetézec ekvivalenci
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staci volit ng = 1619.
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Reseni: Chceme ukazat, ze Ing € N takové, ze pro Vn € [ng, +00) plati
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Pouzitim srovnavaciho kritéria potom dostaneme divergenci zadané fady, nebot fada Zzo % diverguje.
(Divergence fady nezavisi na chovani kone¢ného poctu ¢lentt - nemusime se tedy zabyvat prvnimi ng — 1 ¢leny.)
Plati nasledujici fetézec ekvivalenci (v posledni ekvivalenci vyuzivame n > 3)
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Posledni nerovnost uz ale plati pro vSechna n > 3 (a za ng vyse lze tedy brat prvni ¢len ng = 3), nebot
Inz <z, Vo>0.
Skute¢né, derivace funkce f(z) := \/x — Inx vychézi
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a snadno se ovéfi, ze funkce f ma tedy v bodé z = 4 globalni minimum. Navic f(4) =2 —In2 > 0, a tedy
f(z) > 0proxz > 0.
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Reseni: Oznac¢me si
o o
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Ziejmé, pro a > 0 je lim,_, o a, = 400, a neni tak splnéna nutna podminka konvergence ¢iselnych fad.
Naopak, pro o < 0 je nutna podminka splnéna, nebot
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kde jsme vyuzili toho, Ze pro oo < 0 plati
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coz plyne z Heineho véty a pouziti 'Hospitalova pravidla pro vypocet limity funkce typu “%”
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V dalsim tedy uvazujeme pouze o < 0. Oznacme si
b, :=n%Inn.

Vime, ze
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Muzeme tedy pouzit limitni srovnavaci kritérium a tudiz sta¢i vyzkoumat, pro kterd o < 0, konverguje/diverguje

fada 327 b,

Na vysetieni konvergence/divergence fady Z:iol by, pouzijeme Cauchyho integralni kritérium. Pfedpoklady
piislusné véty vyzaduji, aby existovalo zy € R takové, ze f(z) := z*Inx je nerostouci funkce na intervalu
(29, +00). Protoze
df
dz

vidime, ze lze volit zy = e~ =, nebot %< je potom na (2, +-00) zaporna a tedy funkce f je na piislusném

dz
intervalu klesajici.
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a tedy f;ooo x®Inx dz pro o € (—o0, —1) konverguje a pro a € (—1, 0) diverguje. (Limitu primitivni funkce v
400 spoéitime pomoci 'Hospitalova pravidla podobné jako vyse.) Pro @ = 1 mame

t=Inx 9

Inz t 1
—dz = 1 z/tdt:——i-c:flnzx—kc,

a tedy f;ooo D2 qz diverguje.

Podle Cauchyho integralniho kritéria tedy fada Z:g b, konverguje pro a@ € (—o0, —1) a diverguje pro

a € [—1,0). Stejny vysledek pak dostaneme i pro pivodni fadu Z+°j ., podle limitniho srovnavaciho kritéria.
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Zavér:fada ) (n"a — 1) konverguje pro a < —1 a diverguje pro o > —1.




Reseni: Oznac¢me si )
(n!)
on?

G 1=

Plati ) ) )
(D) 27 (1)

an = 2(n+1)2 (n|)2 - 922n+1

Limitni podilové kritérium potom dava konvergenci zadané fady, nebot
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Posledni limita je opravdu rovna nule, nebot exponencialni funkce roste rychleji, nez polynom v ¢itateli. Pokud
bychom chtéli byt peclivi, vysledek dostaneme dvojnasobnym pouzitim ’'Héspitalova pravidla pro vypocet
limity typu “2©”
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a naslednou aplikaci Heineho véty.
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Reseni: Ozna¢me n-ty ¢len fady
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jako a,, := ﬁ Jedna se o fadu s kladnymi prvky a miZzeme pouzit limitni odmocninové kritérium. Plati
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Limita ve jmenovateli je evidentné % a zbyva tedy urcit limitu v Citateli. Z 'Hospitalova pravidla plyne
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Z Heineho véty pak mame
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a pouzitim véty o limité slozené funkce dostaneme
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Z limitniho odmocninového kritéria okamzité dostavame, Ze fada konverguje.
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Reseni: K urceni konvergence rady
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nejprve uvazme specialni pfipad ¢ = 0. Je-li p < 0, pak plati
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Jelikoz Z:ﬁ % = +o00, pak i fada (1) ma soucet +o00. Nyni muizeme predpokladat, ze p > 0. Uvazujme funkeci

1
flz) = m, x € (3,+00).

Ta je klesajici, nebot je souc¢inem dvou kladnych klesajicich funkeci (pfipadné se o tom mtizeme presvédcit ze
znaménka f’). Dale vime, Ze integral
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konverguje pravé tehdy, kdyz p > 1. Z integralniho kritéria tedy plyne, Ze (1) konverguje prop > 1,g =0a
diverguje pro ¢ = 0 a 0 < p < 1. Pro ¢ = 0 tedy fada konveguje pravé tehdy, kdyz p > 1.

Nyni miiZeme probrat obecny piipad. Vsimnéme si, Ze pro €, s € R plati

400, €>0,

lim (Inz)*(Inlnz)® = lim 3*(lny)® = { 0 - <0, 2)
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Ve (2) jsme v prvni rovnosti pouzili vétu o limité slozené funkce pro substituci ¥y = Inz a druh4 rovnost se
dokéaze jako v ptikladé 3. Specialné tato limita vitbec nezavisi na s pro € # 0.

Je-linyni p < 1, pak zvolne € > 0 tak, aby i p + ¢ < 1. Pak z (2) plyne, Ze existuje ng € N tak, Ze pro kazdé
n > ng plati odhad:
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Tudiz
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Jelikoz jsme jiz ukazali
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pak ze srovnavaciho kritéria pro fady plyne, Ze i (1) diverguje pro p < 1 a ¢ libovolné.

Je-li nyni naopak p > 1, pak zvolne € > 0 tak, aby i p — ¢ > 1. Pak z (2) plyne, Ze existuje ny € N tak, Ze pro
kazdé n > ng plati odhady:
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Jelikoz jsme jiz diive ukazali, ze
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pak ze srovnavaciho kritéria pro fady plyne, Ze i (1) konverguje pro p > 1 a g libovolné.
Nyni zbyva piipad p = 1 a ¢ € R. Je-li ¢ < 0, pak plati odhad
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Vidime, Ze pro p = 1 a ¢ < 0 fada (1) diveruje. MiiZeme tedy predpokladat, ze ¢ > 0. Pak funkce
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je zjevné klesaji (ze stejného divodu jako funkce f). Plati
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a uz vime, Ze tento integral konverguje pravé tehdy, kdyz g > 1.

Zavér: fada (1) konverguje pravé tehdy, kdyzp > 1 nebop =1, ¢ > 1.
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Reseni: Polozme
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konverguje pro p > 2 a diverguje pro p < 2. Je-li p = 2, pak

Z Raabeho kritéria plyne, Ze fada
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Tudiz soucet fady (3) je zdola odhadnut sou¢tem rady i ::iol % = 4-o00. Tudiz (3) diverguje pro p = 2.




