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Jméno a př́ıjmeńı:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 8 8 8 24

Źıskáno

1.[8] • Zformulujte přesně Darbouxovu větu o nabýváńı mezihodnot.

• Uvažujte funkci g spojitou na 〈0, 1〉 takovou, že g[〈0, 1〉] ⊂ [0, 1] neboli g := 〈0, 1〉 → 〈0, 1〉.
−− Ukažte, že g má na 〈0, 1〉 pevný bod, tj. existuje x ∈ 〈0, 1〉 tak, že g(x) = x.
−− Nakreslete obrázek charakterizuj́ıćı situaci.
−− Návod: zkoumejte vlastnosti funkce f(x) := x− g(x) a zkuste použ́ıt Darbouxovu větu.

• Darbouxovu větu dokažte (stač́ı uvést hlavńı kroky d̊ukazu).
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2.[8] Bud’ f a g dvě reálné funkce definované v (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

• Pro x ∈ (a, b), zadefinujte pojem: f ′(x) existuje a je vlastńı.

• Zformulujte a dokažte větu o derivováńı součinu (fg)′ v bodě x. Zformulujte také všechna tvrzeńı,
která v d̊ukazu využ́ıváte (bez d̊ukazu).

Dále,

• zadefinujte pojmy: F je primitivńı funkce k f na (a, b) a G je primitivńı funkce ke g na (a, b).

• zformulujte a dokažte větu o integraci per partes.
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3.[8] Necht’ je reálná funkce f definována na (a, b) a necht’ c ∈ (a, b). Uved’te přesně definice pojmů:

• f je rostoućı na intervalu (a, c).

• f je konvexńı na intervalu (a, c).

Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tj. bud’ výrok dokažte, nebo uved’te protipř́ıklad):

1. f je rostoućı na (a, c), f rostoućı na (c, b) =⇒ f rostoućı na (a, b);

2. f je rostoućı na (a, c), f rostoućı na (c, b) a f je spojitá v bodě c =⇒ f rostoućı na (a, b);

3. f je konvexńı na (a, c), f konvexńı na (c, b) =⇒ f konvexńı na (a, b);

4. f je konvexńı na (a, c), f konvexńı na (c, b) a f je spojitá v bodě c =⇒ f konvexńı na (a, b);

Necht’ f ′′(x) existuje pro všechna x ∈ (a, c). Doplňte tvrzeńı v následuj́ıćıch implikaćıch a prvńı implikaci
dokažte:

• Je-li f rostoućı na intervalu (a, c), pak pro každé x ∈ (a, c): f ′(x) . . . .

• Je-li f konvexńı na intervalu (a, c), pak pro každé x ∈ (a, c): f ′′(x) . . . .


