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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 15. dubna 2021

1. Využit́ım vhodné reálné substituce, převedeńım na křivkový integrál v komplexńı rovině a s využit́ım reziduové věty
vypoč́ıtejte integrál

I = ∫
1

0

x1−p(1 − x)p

1 + x2
dx, −1 < p < 2.

Nápověda (možné kroky):

1. Zvolte vhodnou reálnou substituci.

2. Přejděte ke komplexńı proměnné, najděte a charakterizujte singularity źıskané funkce.

3. Pro integraci využijte křivku, která má kladnou reálnou poloosu ve svém vněǰsku.
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ψ
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4. S použit́ım reziduové věty vypočtěte integrál I. Všechy kroky zd̊uvodněte.

5. Nezapomeňte diskutovat speciálńı hodnoty parametru p.

Řešeńı:

Přepǐsme si integrál do tvaru I = ∫
1
0 ( 1−x

x
)
p x

1+x2 dx, který napov́ı vhodnou substituci y = 1−x
x

. Pro tuto substituci

můžeme dále psát x = 1
1+y

, 1 + x2 = y2+2y+2
(1+y)2

=
(y+1)2+1
(1+y)2

a dx = − dy
(1+y)2

. Pro hledaný integrál tedy plat́ı

I = −∫
0

∞

yp

(1 + y)((1 + y)2 + 1)
dy = ∫

∞

0

yp

(1 + y)((1 + y)2 + 1)
dy.

Přejdeme ke komplexńı proměnné

zpf(z) =
zp

(1 + z)((1 + z)2 + 1)
dz =

zp

(1 + z)((1 + z) + i)((1 + z) − i)
dz.

Funkce f(z) má tři jednoduché póly z1 = −1, z2 = −1 + i =
√

2ei
3
4π a z3 = −1 − i =

√
2ei

5
4π. Všechny tyto póly tedy lež́ı

uvnitř křivky (pro dostatečně malé ε a dostatečně velké R) a mimo kladnou reálnou osu. Problematickému bodu z = 0
se vyhneme. K nalezeńı integrálu použijeme následuj́ıćı křivku, parametrizaci křivky:

γ1

γ2

γ3

γ4

ψ

R

ε

γ1 : γ1(t) = teiψ, t ∈ [ǫ, R]

γ3 : γ3(t) = tei(2π−ψ), t ∈ [R, ǫ]

γ2 : γ2(t) = Reit, t ∈ [ψ, 2π − ψ]

γ4 : γ4(t) = εeit, t ∈ [2π − ψ, ψ]
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Pro logaritmus voĺıme větev logaritmu (0,2π) (logaritmus holomorfńı uvnitř křivky, argument logaritmu dodefinovaný
jednostrannou limitou).

Za použit́ı reziduové věty dostáváme

∫
γ1+γ2+γ3+γ4

f(z)dz = 2πi
3

∑
j=1

Reszj (z
pf(z))

Nyńı muśıme jednotlivé členy vyč́ıslit, pro jednotlivé části můžeme psát:

• I1 = ∫γ1 z
pf(z)dz, kde γ1(t) = te

iψ, t ∈ [ε,R] a ψ dostatečně malé, integrand spojitý a tedy

∫

R

ε

(teiψ)p

(1 + teiψ)((1 + teiψ)2 + 1)
(teiψ)′dt

ψ→0+

ÐÐÐ→ ∫

R

ε

tp

(1 + t)((1 + t)2 + 1)
dt

ε→0+

ÐÐÐ→
R→∞

∫

∞

0

tp

(1 + t)((1 + t)2 + 1)
dt = I

• Analogicky pro γ3: I3 = ∫γ3 z
pf(z)dz, kde γ3(t) = te

i(2π−ψ), t ∈ [R, ε] a tedy:

∫
γ3
f(z)dz = ∫

ε

R

(tei(2π−ψ))p

(1 + tei(2π−ψ))((1 + tei(2π−ψ))2 + 1)
(tei(2π−ψ))′dt

ψ→0+

ÐÐÐ→ −∫

R

ε

tpei2π(p+1)

(1 + t)((1 + t)2 + 1)
dt

ε→0+

ÐÐÐ→
R→∞

−ei2π(p+1) ∫
∞

0

tp

(1 + t)((1 + t)2 + 1)
dt = −ei2π(p+1)I = −ei2πpI.

• I2 můžeme pro dostatečně velká R a pomoćı tvrzeńı z přednášky odhadnout jako

∣∫
γ2
zpf(z)dz∣ ≤ 2πR

Rp

(R − 1)(R2 − 2R − 2)
=

Rp−2

(1/R − 1)(1 − 2/R − 2/R2)

R→∞
ÐÐÐ→
p<2

0

• Pro I4 podobně, uvědomı́me si, že f(z) je na okoĺı 0 holomorfńı a tedy omezená, můžeme pokračovat

∣∫
γ4
zpf(z)dz∣ ≤ 2πεεpC = 2πCεp+1

ε→0+

ÐÐÐ→
p>−1

0

Celkově dostáváme (1 − ei2πp)I = 2πi∑
3
j=1Reszi (z

pf(z)) pro −1 < p < 2 a pro p ∉ {0,1} (pro tyto hodnoty je výraz

(1 − ei2pπ) roven nule).

Zbývaj́ı tedy dopoč́ıtat tři rezidua pro jednoduché póly

• Resz1=−1 = ( zp

(z+1)2+1
) ∣
z=−1

( 1
(1+z)′

) ∣
z=−1

= (−1)p = eipπ

• Resz2=−1+i = ( zp

z+1
) ∣
z=−1+i

( 1
((1+z)2+1)′

) ∣
z=−1+i

=
(
√
2eiπ

3
4 )
p

2i2
= −2

p
2−1eipπ

3
4

• Resz3=−1−i = ( zp

z+1
) ∣
z=−1−i

( 1
((1+z)2+1)′

) ∣
z=−1−i

=
(
√
2eiπ

3
4 )
p

2i2
=
(
√
2eiπ

5
4 )
p

2i2
= −2

p
2−1eipπ

5
4

• celkově ∑
3
j=1Resziz

pf(z) = eipπ − 2
p
2−1 (eiπ

3
4 + eiπ

5
4 ) = eipπ (1 − 2

p
2 (−e

iπ
p
4 +eiπ

p
4

2
)) = eipπ (1 − 2

p
2 cos (pπ

4
))

Vrát́ıme-li se k reziduové větě dostáváme (1 − ei2πp)I = 2πieipπ (1 − 2
p
2 cos (pπ

4
)) a tedy

I = i2π
eipπ

eipπ(e−ipπ − eipπ)
(1 − 2

p
2 cos(p

π

4
)) = −

π

sinπp
(1 − 2

p
2 cos(p

π

4
)) pro − 1 < p < 2 a p ≠ 0,1

Př́ıpady pro p = 0 a p = 1 ošetř́ıme speciálně

• p = 0 a tedy ∫
1
0

x
x2+1

dx = 1
2 ∫

1
0

2x
x2+1

dx = 1
2
[ln(x2 + 1)]10 =

1
2

ln 2

• p = 1 a tedy ∫
1
0

1−x
x2+1

dx = ∫
1
0

1
x2+1

− 1
2 ∫

1
0

2x
x2+1

dx = [arctanx]10 −
1
2
[ln(x2 + 1)]10 =

π
4
− 1

2
ln 2


