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Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 Celkem bod̊u

Bod̊u 9 12 12 3 36

Źıskáno

1.[9] Spočtěte limitu posloupnosti

lim
n→+∞

(
cos 1

n

cos 2
n

)n2

.

Řešeńı:

Poč́ıtejme limitu funkce

lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2

= elimx→0
1
x2 ln( cos x

cos 2x ).

Označme

L ≡ lim
x→0

1

x2
ln
( cosx

cos 2x

)
.

a poč́ıtejme

L = lim
x→0

ln
(

cos x
cos 2x

)
cos x
cos 2x − 1

·
cos x
cos 2x − 1

x2
= lim
x→0

cos x
cos 2x − 1

x2
,

kde jsme ve druhé rovnosti využili znalost limity

lim
y→0

ln (1 + y)

y
= 1,

a větu o limitě složené funkce a větu o limitě součinu.

Dále máme

L = lim
x→0

cosx− cos 2x

x2 cos 2x
= lim
x→0

cosx− cos 2x

x2
,

kde jsme ve druhé rovnosti využili toho, že
lim
x→0

cos 2x = 1,

a větu o limitě pod́ılu.

Konečně, s využit́ım identity cos 2x = cos2 x− sin2 x a přičteńım a odečteńım jedničky, dostáváme

L = lim
x→0

cosx+ 1− 1− cos2 x+ sin2 x

x2
= lim
x→0

cosx− 1

x2
+ lim
x→0

2 sin2 x

x2
=

1

2
+ 2 =

3

2
,

kde jsme ve druhé rovnosti využili větu o limitě součtu a ve třet́ı rovnosti znalost limit

lim
x→0

cosx− 1

x2
=

1

2
, lim

x→0

sinx

x
= 1,

spolu s větou o limitě součinu.

Pro p̊uvodńı limitu funkce tedy máme

lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2

= eL = e
3
2 .

Stejnou hodnotu bude mı́t i zadaná limita posloupnosti podle Heineho věty s volbou xn = 1
n .

Alternativńı zp̊usob výpočtu L využ́ıvaj́ıćı l’Hôspitalovo pravidlo (limita typu
”

0
0“):

L = lim
x→0

ln
(

cos x
cos 2x

)
x2

l’H
= lim

x→0

cos 2x
cos x ·

− sin x cos 2x+2 cos x sin 2x
cos2 2x

2x
= lim
x→0

− sinx

2x cosx
+ lim
x→0

2 sin 2x

2x cos 2x
= −1

2
+ 2 =

3

2
,

kde jsme využili větu o limitě součtu a pod́ılu a znalost limity

lim
x→0

sinx

x
= 1.
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2.[12] Uvažme funkci f zadanou předpisem

f(x) =

{
x−3e−

1
|x| , x 6= 0,

0, x = 0.

1. Určete největš́ı interval, kde je funkce f spojitá.

2. Najděte globálńı extrémy funkce f .

3. Nalezněte primitivńı funkci k f na intervalu určeném v bodě 1. Návod: Použijte prvńı substitučńı metodu a metodu
per partes.

Řešeńı:

1. Mimo počátek je funkce definovaná jako kombinace spojitých funkćı a je tam tedy spojitá. Zkoumejme limitu
funkce f v počátku

lim
x→0±

f(x) = lim
y→±∞

y3

e|y|
l’H
= lim

y→±∞

3y2

(sign y) e|y|
l’H
= lim

y→±∞

6y

e|y|
l’H
= lim

y→±∞

6

(sign y) e|y|
= 0 = f(0),

kde jsme využili větu o limitě složené funkce a třikrát použili l’Hôspitalovo pravidlo na výpočet limity typu

”
něco
∞ “. Zadaná funkce je tedy spojitá na celém R.

2. Protože
f(−x) = (−x)

−3
e−

1
|−x| = −x−3e−

1
|x| = −f(x),

je zadaná funkce lichá a stač́ı se omezit na hledáńı extrémů na intervalu [0,+∞).

Najděme nejprve limitu v +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x−3 · lim
x→+∞

e−
1
x = 0 · 1 = 0,

kde jsme využili větu o limitě součinu.

Spoč́ıtejme nyńı derivaci funkce f

df

dx
(x) = −3x−4e−

1
x + x−5e−

1
x = x−4e−

1
x

(
1

x
− 3

)
.

Derivace bude nulová pro x = 1
3 , a protože pro x ∈ [0, 1

3 ) je derivace zřejmě kladná a pro x ∈ ( 1
3 ,+∞) je záporná,

nabývá funkce f tomto bodě globálńıho maxima (d̊usledek faktu, že v počátku a v nekonečnu jde funkce k nule).

Z lichosti pak dostáváme, že v bodě − 1
3 nabývá funkce f globálńıho minima.

3. Z lichosti f stač́ı hledat primitivńı funkci na intervalu (0,+∞) a nalezenou funkci potom rozš́ı̌rit sudě na celou
reálnou osu.

Použit́ım prvńı substitučńı metody a metody per partes dostáváme∫
x−3e−

1
x dx =

∣∣∣∣∣ t = x−1

dt = −x−2dx

∣∣∣∣∣ = −
∫
te−tdt =

∣∣∣∣∣ u = t v = e−t

u′ = 1 v′ = −e−t

∣∣∣∣∣ = te−t −
∫

e−tdt

= (1 + t) e−t + c =

(
1 +

1

x

)
e−

1
x + c.

Rozš́ı̌reńı nalezené primitivńı funkce sudě na celé R pak vede na∫
x−3e−

1
|x| dx =

{(
1 + 1

|x|

)
e−

1
|x| + c, x 6= 0

c, x = 0,

nebot’ primitivńı funkce muśı být spojitá a podle l’Hôspitalova pravidla (limita typu
”

něco
∞ “) máme

lim
x→0±

∫
x−3e−

1
|x| dx = lim

y→±∞

(
1 + |y|

e|y|
+ c

)
= lim
y→±∞

1 + |y|
e|y|

+ c
l’H
= lim

y→±∞

sign y

(sign y) e|y|
+ c = c,

kde jsme také využili větu limitě složené funkce a větu o limitě součtu.
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3.[12] Vyšetřete pr̊uběh funkce f dané předpisem

f(x) = ln
(∣∣x2 − 3x+ 2

∣∣) .
Řešeńı:

Protože plat́ı
x2 − 3x+ 2 = (x− 1) (x− 2) ,

argument logaritmu je nulový pro x = 1, 2. V těchto bodech tedy nebude zadaná funkce definovaná. Pro ostatńı x je
argument logaritmu kladný a tedy Df = R \ {1, 2}. Na definičńım oboru je nav́ıc f spojitá, nebot’ se jedná o složeńı
spojitých funkćı.

Funkce neńı sudá ani lichá, neńı ani periodická.

Přepǐsme si zadanou funkci do tvaru

f(x) =


ln
(
x2 − 3x+ 2

)
, x ∈ (−∞, 1) ,

ln
(
−x2 + 3x− 2

)
, x ∈ (1, 2) ,

ln
(
x2 − 3x+ 2

)
, x ∈ (2,+∞) ,

který nám usnadńı následuj́ıćı výpočty.

Limity v krajńıch bodech definičńıho oboru vycházej́ı následovně

lim
x→±∞

f(x) = +∞,

lim
x→1

f(x) = −∞,

lim
x→2

f(x) = −∞.

Prvńı derivace je rovna

df

dx
(x) =


2x−3

x2−3x+2 , x ∈ (−∞, 1) ,
−2x+3
−x2+3x−2 , x ∈ (1, 2) ,

2x−3
x2−3x+2 , x ∈ (2,+∞) .

Všimněme si, že D df
dx

= Df .

Prvńı derivace se nuluje v bodě x = 3
2 a jińı kandidáti na extrém neexistuj́ı. Protože na intervalu

(
1, 3

2

)
je prvńı

derivace kladná a na intervalu
(

3
2 , 2
)

je záporná, dostáváme, že v bodě x = 3
2 je lokálńı maximum. Globálńı extrémy

funkce žádné nemá.

Ze znaménka prvńı derivace pak dále dostáváme, že funkce je klesaj́ıćı na intervalech (−∞, 1) a
(

3
2 , 2
)

a rostoućı na

intervalech
(
1, 3

2

)
a (2,+∞).

Máme dostatek informaćı pro určeńı oboru hodnot Rf = R.

Druhá derivace je rovna

d2f

dx2
(x) =


2(x2−3x+2)−(2x−3)2

(x2−3x+2)2
= −2x2+6x−5

(x2−3x+2)2
, x ∈ (−∞, 1) ,

−2(−x2+3x−2)−(−2x+3)2

(−x2+3x−2)2
= −2x2+6x−5

(x2−3x+2)2
, x ∈ (1, 2) ,

2(x2−3x+2)−(2x−3)2

(x2−3x+2)2
= −2x2+6x−5

(x2−3x+2)2
, x ∈ (2,+∞) ,

a opět máme D d2f

dx2

= Df . Protože kvadratická funkce −2x2 + 6x− 5 má záporný determinant, druhá derivace se nikde

nenuluje a neexistuj́ı tedy kandidáti na inflexńı bod.

Ze znaménka druhé derivace dostáváme, že funkce je konkávńı na všech třech intervalech (−∞, 1), (1, 2) a (2,+∞).

V bodech 1, 2 má funkce vertikálńı asymptotu. Asymptoty v nekonečnu nemá žádné nebot’ (s využit́ım l’Hôspitalova
pravidla pro výpočet limity typu

”
něco
∞ “)

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

ln
(
x2 − 3x+ 2

)
x

l’H
= lim

x→±∞

2x− 3

x2 − 3x+ 2
= 0,

a muselo by tedy platit limx→±∞ f(x) ∈ R. To už ale v́ıme, že neńı pravda.

Vybaveni těmito informacemi můžeme nakreslit graf (viz obrázek 1).
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Obrázek 1: Graf funkce ln
(∣∣x2 − 3x+ 2

∣∣)
4.[3] Spočtěte limitu funkce

lim
x→−1+

(
arcsinx+

π

2

)
sin2

(
1

1 + x

)
.

Řešeńı:

Protože
arcsin (−1) = −π

2
,

plat́ı

lim
x→−1+

(
arcsinx+

π

2

)
= 0.

Z definice limity tedy pro libovolné ε > 0 najdeme δ > 0 takové, že∣∣∣arcsinx+
π

2

∣∣∣ < ε, x ∈ P+
δ (−1),

kde P+
δ (−1) je pravé prstencové okoĺı bodu −1.

Funkce sin je omezená na celém R jedničkou a plat́ı tedy∣∣∣∣sin2

(
1

1 + x2

)∣∣∣∣ ≤ 1, x ∈ R.

Celkově tak dostáváme ∣∣∣∣(arcsinx+
π

2

)
sin2

(
1

1 + x

)∣∣∣∣ < ε, x ∈ P+
δ (−1),

a protože ε bylo libovolné, je zadaná limita rovná nule.


