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Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit
splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Priklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 6 6 8 8 8 36
Ziskino

[6] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C* ([0,1])|y(0) =0, y(1) = 0} piedpisem

o(y) = /01 (y +yy +y + ;(;/)2) dx.

a) Spoctéte prvni Gateaux derivaci funkciondlu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy d®[y](h) neboli D®(y)[h|, zalez{ na
znaceni, kterému ddvate prednost.) Popiste pfesné v jakém prostoru funkei lezi h.

b) Napiste Euler-Lagrange rovnici pro funkcionél ®.

¢) Najdéte extremalu funkciondlu ® na mnoziné M, extremélu oznacte Yext.

d) Spoctéte druhou Gateaux derivaci funkcionalu ® v bodé y ve sméru h. (Tedy 62®[y](h, h) neboli D?®(y)[h, k],
zélez{ na znaceni, kterému dévate prednost.)

e) Vydislete druhou Géateaux derivaci funkciondlu ® v bodé yexy ve Sméru h pro yexs, které je fesenim Euler-Lagrange
rovnice pro funkcional ®. Ukazte, ze Géateaux derivace je v tomto bodé v libovolném sméru i nezaporna.

Reseni:
Spocteme Géteaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice
d
Do) = Lol + th)
t=0

Po dosazeni

®(y +th) = /01 [(y+th) + (y +th) (y +th') + (y +th') + (v + th')?] da,

derivujeme podle ¢ a vysledkem je

d 1
&é(y+th):/ [h+h(y +th')+ (y+th)h + K + (v +th')h'] da
0

po dosazeni t = 0 dostaneme

d
—®(y + th)

1
= / [+ hy +yh' + 1 +y'h'] de,

t=0

a proto
1
Da(y)[h] = / A+ ¥ h+ (1 +y +y') W) da.
0

Po integraci per partes v ¢lenu s h' dostaneme

! !

/ {(1+y’) - (1+y+y’)} hdz

0
pricemz vyuzivame toho, ze h € {g € C* ([0,1])] g(0) =0, g(1) = 0}. Eulerova-Lagrangeova rovnice tedy je

—(+y+y) +1+y)=0
a rozderivovanim ziskdme linedrni obycejnou diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty

_y// +1=0,

jejimz obecnym feSenim je ziejmé funkce

1
Y= §$2+01117+027
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kde C7 a Cs jsou integra¢ni konstanty. Integra¢ni konstanty urc¢ime z okrajovych podminek, mé byt
Cy =0,
1
5 + Cl + 02 - O7

odkud Cy =0, Cq = —% a tedy
1
Yoxt = §x (x—1).

Druhou derivaci funkciondlu ® spoc¢teme podle definice

d

= </1[(1+(y+th)’)h+(1+(y+th)+(y+th)’)h’]dx)
0

D*®(y)[h, h] = ipcp@ + th)[h] T

dit

t=0 t=0

_ /01 [2hh’+(h’)2] do = /01 [(h2)’+ (h’ﬂ da = /01 (W)? da.

Okamzité vidime, ze druhd derivace je nezdpornd v jakémkoliv bodé y a navic nezévisi na y. (To neni piekvapeni,
funkcional ® je “kvadraticky” v proménné y.) Druhd derivace vyéislend v bodé yeyt je

D2®(yex) [, 1] :/0 (h)? da.
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[6] 2. Bud ddna posloupnost funkci
fn(z) = e "

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0,1]. Rozhodnéte, zda posloupnost {f, :ﬁ konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde

a) J=(0,1),
b) K = (a,1), kde a € (0, 3).

Reseni:
Na intervalu I = [0, 1] zjevné plat{

. a2 1, Tr = O7
lim e =
n—+00 0, z¢€(0,1].

1, =0,
f(x):{o, ze(0,1.

Oznacme

Zbyva rozhodnout, zda plati f, = f. Pouzijeme ekvivalentni charakterizaci stejnomérné konvergence, ktera iika:

Bud { fn}zz posloupnost redlnych funkei jedné redlné proménné. Posloupnost funkei {f, Zf'i kon-
verguje pro n — +oo stejnomérné k funkci f na intervalu M, aneb

M
fa =2 S,

praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,
kde

on =det SUP | fn(w) — f(2)].
xeM

Funkce f, je na intervalu J i K klesajici funkce. Zabyvejme se nyni intervalem J. Plat{

on =sup|fu(x) — f(2)] = lim |fu(z) = f(2)] = lim, e = 1,

a nasledné tedy o,, 4 0 pro n — +o00. Konvergence proto neni na intervalu J stejnomérna. Na intervalu K plati

0n = sup | fu(@) = f(@)] = lim |fo(z) = f(z)] = lim e ™ = e 7

zeK T—a+ z—a+

a nasledné tedy o, — 0 pro n — 4o00. Konvergence je proto na intervalu K stejnomérna.
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[8] 3. Urcete pro kterd b € R je definovana funkce
+o0 1— e—bw
=0 X2
(Aneb zjistéte pro kterd b € R uvedeny integral existuje a je konecny.) Pro tato b integral spoctéte. Postupy pouzité pri
resent je nutné peclivé zduvodnit!
Népovéda: fj;o e~ = VE

Reseni:
Funkce F'(b) dand pfepisem

“+oo —bx “+oo —bzx
1-— 1-—
F(b) = / ——dz / e
=0 xr2 =0 xe®

mé dva rizikové body z = 0 a z = +oo. (MéFitelnost integrandu je zfejma nebot funkce f(x,b) je pro libovolné b
spojitd funkce proménné x.) Pro b # 0 plati

] ) 1— e—bac
lim = lim — =,
x—0+ r—0+ x

[N

N\H‘ =

x

z ¢ehoz okamzité vidime, ze pro x — 0+ je integrand asymptoticky ekvivalentni funkci -, coz je na okoli nuly
2

xT
integrovatelnd funkce, jak se lze presvédcit kupiikladu pfimym vypoctem. Integral tedy bude (na okoli nuly) jisté
konecény. Pro b = 0 navic dostaneme pifmym dosazenim, ze F(b) = 0. Chovén{ integrandu u nuly tedy neklade
zadné omezeni na integrovatelnost.

Zbyva zjistit, jak se integrand chové v druhém rizikovém bodé, a sice pro z — +o0o. Pro vSechna b > 0, zfejmé plati

1—e b= 1
737

3 )
T2 T

(MY

piicemz funkce - je integrovatelnd (v okoli nekone¢na) o ¢emz se lze piesvédéit kupiikladu pifmym vypoctem.
x2

1

Defini¢ni obor je tedy zjevné b € [0, 400). (Pokud by bylo b zdporné, tak by od néjakého x platilo ‘ _e;bm ’ >t a
2 x2
funkce - nenf integrovatelna na okoli nekonecna.)
2

K vypoctu funkce F(b) vyuzijeme vétu o derivaci integrdlu podle parametru, kterd k&

Bud f(z,b): I x J >R, kde I C R a J C R. Nechf plati

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné b je diferencovatelnd pro skoro vsechna x € I.

Funkce f(z,b) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky métitelnd pro vsechna b € J.

Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g : I — R takova, ze pro skoro vsechna b € J plati
1o}

|55/ (2, 0)] < g().

Existuje by € J tak, ze funkce f(x,by) jakozto funkce proménné x je lebesgueovsky integrovatelnd

na I.

Pak je pro kazdé b € J funkce f(x,b), jakozto funkce z, lebesguovsky integrovatelnd na I, funkce

F(b):/lf(:r,b)dx

je diferencovatelna na I a plati
dF 0
— = [ = b)dx.
T~ | e

V nasem pifpadé volme I = (0, +00), J = (0, 400). Diferencovatelnost funkce f(z,b) = 1

%m podle proménné b
2
je ziejmd, méfitelnost podle proménné x jsme diskutovali v ivodu, bod by € J, ve kterém ma byt funkce f(x,bp)

jakozto funkce proménné z je lebesgueovsky integrovatelna na I, nepochybné existuje, protoze vyse jsme dokonce
zjistili, ze f(x,b) je lebesgueovsky integrovatelnd pro libovolné b z definiéntho oboru.

Zbyva najit integrovatelnou majorantu pro derivaci

—bx

0

1
T2
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Na okoli nuly, feknéme napiiklad pro x € (0, K), zjevné plati, Ze

K3
kde funkce na pravé strané je ovsem lebesgueovsky integrovatelnd na intervalu (K, +o0). Je-li tedy I = (0, +00) a
J = (e,400), pak je funkce
-, 2 € (0,K),
x2
€, z€(K,+00),
K2
hledand integrovatelnd majoranta. (Povsimneme si, Ze jsme v prubéhu vypoétu pozmeénili interval J. Hodnoty b nyni

nebereme z intervalu J = (0,400), ale z intervalu J = (g, +00), kde ¢ je libovné kladné ¢islo, € > 0. Na puvodnim
intervalu by se ndm nepodafilo najit integraovatelnou majorantu nezavislou na parametru b.)

Pro funkci F(b) jsme tedy obdrzeli

dF  [T®e b

x=0 X

+oo
y=0

pricemz jsme pouzili integrdl z napovédy. Obdrzeli jsme tedy diferencidlni rovnici
dr  Jr
d Vb’

F(b) =2V + C,

[N

Integrél spoc¢teme jednoduchou substituci

/+00 efb:r ‘ y — \/‘E
dz. =

dy = %ﬁdx

1
=0 X2

odkud integrovanim podle proménné b dostaneme

kde C' je integracéni konstanta.

Zbyva urcit integra¢ni konstantu C. Hodnota funkce F'(b) v bodé b = 0 je ziejmé F(0) = 0, odkud C' = 0, celkem
tedy

F(b) = 2V/7b,

kde b € [0,+00). Abychom ovSem tento obrat mohli uplatnit, potfebujeme se ujistit ze F(0) = limy_,o4 F (D),
pricemz na levé strané pouzijeme piimé dosazeni do predpisu

+oo 1— —bx
F(b):/ =
x

x=0 €T?2

a na pravé strané pouzijeme ziskany vzorec F'(b) = 2v/7b+ C.

O zaméné limity a integralu vypravi kupiikladu nésledujici véta. (Pouzijeme ji na posloupnost f,(z) = 1=%-".)
2

Necht plati:

e Posloupnost { fn}::z je posloupnost méfitelnych funke! na mnozing M.

e Posloupnost { fn}zz konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna xz € M plati

limy, s yoo fr(z) = f(2).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takové, ze pro vSechna n € N pro skoro vSechna x € M plati

|fn(2)] < g().
Pak plati:

e Funkce f lebesgueovsky integrovatelna funkce na mnoziné M.
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e Lze zaménit limitu a integrél,

lim /M Folw) dz = /k i f (o) de = /M F(z) da.

n—-+oo

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.
Prvni dva pozadavky véty jsou jasné splnény, zbyvé najit integrovatelnou majorantu. Pro z € (K, +0), kde K je

kladné realné ¢islo, ne¢ini nalezeni integraovatelné majoranty zadné potize,

l—en 1
3 < 3,
T2 T2
na okoli nuly, tedy pro z € (0, K) vyuzijeme nerovnosti
Il (T SRS
3 x 3 x 1 — 1
€2 n xr2 n n x2 xr2

po c¢astech na

Integrovatelnd majoranta je tedy stejné jako v pfipadé zdmény derivace a integrdlu definovana

intervalech (0, K) a (K, +00).
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[8] 4. Spoctéte plosny obsah plochy S, kterd je ddna jako hranice (povrch) télesa M, pricemz téleso M je popsdno vztahem
M = {XER3| # <z 0< z<H}. (H € RT je parametr.)

Reseni:
Téleso M je zjevné rotaéni paraboloid, viz Obrazek 1. Hranici rozdélime na dvé éasti — plast a podstavu.

Parametrizace plasté je

T =T COS (,
@(’r’ 50) =\Y= T sin 2
z= 2+

kde ¢ € [0,27] a r € [0, H]. Te¢né vektory k plose S jsou zfejmeé

A cos ¢ d® —rsine
— = |sinp|, — = | rcosy
dr r d
2L v 0
Spocteme element plochy
dS = /gdedr,

kde
d® o do  do

T Gt 14475 0
g = det é.é é.ﬁ :det{ 0H2 2}.
de dr de — de r

Je tedy dS =74/1+ 4;1—22drdg0, zbyva zintegrovat pres danou plochu

2n [ H \/77,2 H \/77,2
Splééﬁz/sdsz/gp_o/r_or 1+4ﬁdrd<p:27r/7:0r 1—|—4ﬁdr

2\ 5 H
2 14477
u=1+44 L) m ( H2) 2(7 )
du = F5rdr 4 /\/ﬂu 4 3
r=0

Parametrizace podstavy je

T = TCOoSp,
(r,p) = qy =rsingp,
z=H,

kde ¢ € [0,27] a r € [0, H]. Te¢né vektory k plose S jsou zfejmeé

A cos ¢ d® —rsine
— = |sinp|, — = | rcosy
dr 0 dep 0
Spocteme element plochy
dS = /gdedr,

kde
dd o do  do

G ey 10
g=det|f Tt 2dg| —aetfy .
de ®dr  dp ®dp "

Je tedy dS = rdrdy, zbyva zintegrovat pies danou plochu
™ H H
2
Spodstava = / ds = / / rdrdy = 277/ rdr =nH".
S =0 Jr=0 r=0

Celkem tedy 5
_ T2 (2 2 _ 2
OdStaVa = EH (52 — 1) + 7TH = Eﬂ-H (\/g"— 1) .

S=S1ast T 5p
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T

Obréazek 1: Plocha S.
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5. Uvazujte Hilbertitv prostor H =gcf L? ((0,27)) vybaveny standardnim skaldrnfm souc¢inem

27

(1, V) L2((0,20)) =def /70 u(z)v(z) dz.

Uvazujte podprostor V, V C H, ktery je generovan jako linedrni obal funkci

91() =qef sinx + cos z,
92() =qef cosx + sin (3x) ,
aneb
V =get {w € H|Ja1,a3 € R: w(z) = a191(x) + asge(z)},

a dale uvazujte funkci f,, € H definovanou pfedpisem

fm(2) =det sin (ma) ,

kde m € Ny. (Mnozinu pfirozenych ¢éisel N pro tyto ucely tohoto piikladu chdpeme véetné nuly, k symbolu N tedy
priddvame index nula, aby nedoslo k mylce.)

a) Zjistéte zda jsou funkce g; a go na sebe v daném skaldrnim soucinu kolmé. Spoctéte normy funkef ||g1]| 5 a |92l
kde ||-|| ;; zna¢f standardni normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou piislusnym skaldrnim sou¢inem.) Pokud
na sebe funkce g; a go kolmé nejsou, najdéte v prostoru V' ortonormélni bazi, to jest bazi tvofenou funkcemi, jejichz
norma je rovnd jedné a které jsou na sebe navzajem kolmé.

b) Zjistéte, pro kterd m € Ny je f, € V.
¢) Pro dané k € Ny najdéte nejleps{ aproximaci funkce fx € H v podprostoru V, aneb najdéte funkei hy, € V' takovou,

ze plati || fp — hilly = mingey || fx — ||, kde ||-|| ;; znaci standardni normu v prostoru H. (Tedy normu indukovanou
prislusnym skaldrnim soucinem.)

Reseni:
Vsechny otézky zodpovime pomoci skaldarniho souc¢inu. Z teorie Fourierovych fad si pfipomeneme, Ze pro n,m € Ny
plati

/27T sin (mx) sin (nz) dz = {0’ n#m,

=0 ™, n=m,

o 0, n #m,
/ cos (mz)cos (nx) de = ¢ 7, n=m,n #0,

=0
2r, n=m =0,

2m
/ sin (mx) cos (nz) dz = 0.
=0

Spocteme skalarni sou¢in dle definice

27 27 27

(sinx + cosx) (cosx + sin (3z)) do = / cosx cosx dx = ,
=0

g1(2)g2(x)de = /

=0

(91 s 92)L2((0727r)) =def /

x=0

kde jsme vyuzili vyse uvedené vzorce. Ukézali jsme tedy, ze funkce g1 a go na sebe nejsou kolmé. (Jejich skaldrn{
souc¢in je nenulovy.) Spoc¢teme normy. Dle definice je

%
ol =ast [(0:9)1500m0] "= | [

N|=

2m

(9(2))? dx} |

=0

v naSem ptipadé tedy

[N
[N

2m 2m
g1l g = [/ (sinz + cos z)? dm] = {/ (sin® 2 + 2sinz cos z cos® 7) dx] = (277)%
x=0 x=0

a dale

(NI
(NI

N

lgally = U:ﬂ (cos x + sin (3z)) dx] = U:Z (cos® z + 2 cos z sin (3z) + sin? (3)) dx] =(2m)?,
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kde jsme vyuzili vyse uvedenych vzorcu pro vypocet integralu ze sou¢inu goniometrickych funkei. Ortonormalni bazi
najdeme kupiikladu prvnim krokem Gramm—Schmidt ortogonaliza¢niho procesu. Oznac¢me si hledanou ortonormalni
bazi jako {g1,92}. Prvni vektor muzeme volit jako patfitné normovany vektor gi, a druhy vektor ziskdme jako
vektor go, od kterého odecteme jeho prumét do vektoru g; a vysledek patii¢né nanormujeme, aneb

~ g1
91 = )
g1l
_ g2 — (927.§1)L2((0,27r)) g1

g2 = » — .
H92 - (gQagl)LZ((O,Qﬂ—)) ngH

V nasem konkrétnim piipadé je

g = - (sinz + cos x)
(2m)>
a dale
~ ~ . 1 sinzx+cosz 1 1 . )
92 — (92, 91) 12((0,2)) 91 = COST +sin (3z) — 7 T T = —cosx — —sinz + sin (3z),
’ (2m)2 (2m)> 2 2
odkud

~ - 3 2
ng - (g2vgl>L2((0’2ﬂ)) ngH = (27T> .

Celkem proto

- 1 1 1 . .
g2 = - |=cosxz — —sinz + sin (3z)| .
( 3 77) 3 |2 2
2

Odpovéd na druhou otdzku ziskdme v rdmci hleddni odpovédi na tiet{ otdzku. (Bude-li nejlepsi aproximaci f
z prostoru V funkce fj samotnd, je jasné, ze fr € V.) Bez dlouhého rozmysleni oviem muzeme okamzité fici, ze
fo € V. (Nulovy prvek patif do jakéhokoliv podprostoru hodného svého jména.)

7 prednasky vime, ze nejlepsi aproximaci ziskame ortogonélni projekci f na podprostor V. Ortogonalni projekci lze
znadno spocist, pokud mame v prostoru V k dispozici ortonormalni bazi. Nastésti jsme takovou bazi pravé sestrojili,
jest V =span{q, g2}, kde

~ ..
1 =det 5= [sinz 4+ cos x],
- 1 1 1 . .
— [ cosz — o sinz + sin (33:)] ,

92 =def
Vir 2

a kde plati
_ _ =,
(giaga)w((o,zn)) = 0, i # 7.
Funkci h tedy hledame jako ortogondlni projekci, coz znamend, ze

2

sin (kx) L (sinx + cosx) dx} g2 ()

hi(z) = (fka9~1)L2((o,2w)) gi(z) + (fkvgé)m((m%» g2(x) = {/0 o

2m
1 1 1 ~
+ / sin (kx) {2 cosT — o sinz + sin (3z) | dz | g2(x)
=0

ﬁ
3

= [\/ﬂ /:_7; sin (kx) sinxdx] g1(x) + \/137 /:_7; sin (kz) {—; sin x + sin (33:)] dz| g2(x)
V3G (@) = /FR(@), k=1,

= \/%TQFVQ(‘T)) k=3,
0, keNo\ {1,3}.

Celkem tedy

$[sinz 4 cosz] — &[4 cosz — & sinz +sin (3z)] = $cosz + Zsinz — Lsin(3z), k=1,
hi(x) = { 2 [§cosz — §sinz +sin (3z)] = 3 cosz — & sina + £ sin (3x), k=3,
0, kENo\{l,?)}.
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a hy = fi, aneb fi € V, plati zjevné pouze pro k = 0. V teci puvodnich vektoru g; a go také muzeme psét

201 — 392 k=1,
hi(x) = ¢ =291+ 292, k=3,
0, kGNO\{l,g}




